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Probabilidad condicional
Ejemplo 3
Una empresa de tecnologia informatica ha puesto a disposicion de sus
empleados (sin costo) amplias instalaciones de un club deportivo que
pueden usarse antes del trabajo, durante la hora del almuerzo, después
del trabajo y durante los fines de semana. Los registros del ultimo ano
ofrecen la siguiente informacion que se resume en la tabla:

Se selecciona un empleado al azar, ¢ Cual es la probabilidad estimada de que:
a) use las instalaciones del club en algin momento?

P(S) = 110/ 250 =0.44

b) use las instalaciones del club, si se sabe que es una empleada de sexo
femenino?

45 / 80 = 0.5625 2

Pistonesi Silvina



Probabilidad condicional

Se desea averiguar la probabilidad de que ocurra el evento A
sabiendo que se ha presentado el evento B.

Definicion
Sean A y B eventos tales que P(B) > 0, la probabilidad del
evento A condicional a la ocurrencia del evento B es

Se lee: “la probabilidad de que ocurra el evento A dado que
(si se sabe que ) ocurrid el evento B”.

Nos permite distinguir si hay cambios en la probabilidad de
un suceso por estar bajo distintas condiciones. .
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Luego,

Si se selecciona un empleado al azar,

;cual es la probabilidad estimada que use las instalaciones del
club en algun momento, si se sabe que es una empleada de
sexo femenino?

Por definicion

De las empleadas mujeres, el 56.25% usa las instalaciones del club en algun
momento.
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Diferencia entre P(AnB) y P(A/B)

@)

(> :
PAnB)=

q
P(AIB) = g




Probabilidad condicional

Estas probabilidades condicionales anteriores
dan resultado diferente, salvo que
P(A) = P(B).

O )\
Complemento de una Probabilidad
condicional

Sean Ay B eventos tales que P(A) >0
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Ejemplo 4:

Se realizdé una encuesta a 500 economistas seleccionados al azar,
gue trabajan en universidades, en industrias privadas, y en el
gobierno, respecto a sus opiniones sobre si la economia en el
futuro proximo va a estar estable, podria expandirse o podria
entrar en un periodo de contraccion. La informacion se resume en

la siguiente tabla:
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Si se selecciona un economista al azar,

1) écual es la probabilidad de que trabaje en una industria privada, si
se sabe que su pronodstico fue de expansion en la economia?

De los economistas que pronosticaron expansion, el 20% trabaja en la industria
privada.

2) si sabemos que trabaja en la universidad, ¢Es mas probable que

pronostique una economia estable que si trabaja con el gobierno?

8
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Si se selecciona un economista al azar,

3) Si el economista trabaja en el gobierno, écual de los tres
pronosticos es mas probable que haga?

Pistonesi Silvina 9



Ejemplo 5:

Entre los empleados de una empresa de software
determinada, el 70% domina el lenguaje C#, el 60%
maneja Python y el 50% domina ambos lenguajes de
programacion. ?

a) Si alguien maneja Python, ; cual es la probabilidad de que él
/ella domine el lenguaje C# también?

_ _ Datos:

Se definen los eventos.. | P(C) = 0.70,
C=«el empleado domina el lenguaje C#» P(Y)=0.60 y
Y = =«el empleado domina el lenguaje Python» P(CNY) = 0.50

De los empleados que dominan el lenguaje Python, aprox el 83%, maneja C#.

b) De los programadores que dominan C#, ;Qué porcentaje no
maneja Python? Pistonesi Silvina 1



Regla de la multiplicacidon

Dados dos sucesos A y B, tales que P(B) > 0, ®
PANB)=P(B)P(A/B) -

o
Si ademas, P(A) > 0,

Pistonesi Silvina 11




Regla de la multiplicacion

Ejemplo 8

El sistema de computos de una universidad puede caerse
ante diversos problemas. El 88% de las veces que
presenta un problema de alimentacion, el sistema se cae.
Los ingenieros de mantenimiento determinaron que la
probabilidad de que el sistema presente problemas de
alimentacion es de 0.40.

éCual es la probabilidad de que se caiga el sistema vy
experimente un problema de alimentacion?

Pistonesi Silvina 12



s Cual es la probabilidad de que se caiga el sistema y
experimente un problema de alimentacion?

\
El 88% de las veces que presenta un >

Se definen los eventos: . . .
problema de alimentacion, el sistema se cae.

C=«se cae el sistema»
A =«el sistema presenta un problema de alimy_ /acion»

Datos: P(A) = 0.40_ y P(C/A) =0.88
P

O O —
robabilidad de que el sistema presente
P(C (M A) — ? éblemas de alimentacion es de 0.40
tegle ce 3 . CaU R CLUCN
multiplicacion

Pistonesi Silvina 13




Regla de la multiplicacion: Segun el ejemplo anterior,

Si se seleccionan 2 economistas al azar,

a) écual es la probabilidad de que ambos pronostiquen estabilidad en
la economia en el futuro?

b) écudl es la probabilidad de que por lo menos uno trabaje en una
industria privada?




Regla de la multiplicacion

Dados los sucesos A,, ... A

n?

P(A NA,N..NA )=

=P(A,)).P(A,/A)).P(A; /A, NA,)) ..P(A, /A, NA,N..A_)

Por ejemplo, si n = 3, dados los sucesos A, A, YA,

P(A,NA,NA) = P(A).P(A,/A).P(A; /A NA,)

Silvina Pistonesi



Ejercicio

Dos de seis computadoras de un
laboratorio tienen problemas con
los discos duros. Si se eligen tres
computadoras al azar para su
inspeccion.

¢Cual es la probabilidad de que ninguna de ellas tenga
problemas de disco duro?

Pistonesi Silvina 16



¢Cual es la probabilidad de que ninguna de ellas tenga
problemas de disco duro?

Se definen los eventos:

_ D =«computadora con el disco esta dafiado»
N = 6 computadoras — . . )
= «computadora sin el disco danado»

/ n=3
Sin reposicion
Q={(D,D,D), (D, D,D), (D,D,D) ,(D,D,D)
(D,D,D),(D,D,D) ,(D,D,D)}. Finito.

Regla de la multlpllcacmn 0®




Resumen grafico

: B

P(A) x P[B|A) =

P(B) = P[A|B) =

] 4
i —'— = -—
L L]
i -
® I
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Eventos independientes

Dos eventos A y B cualesquiera de un espacio muestral Q) se dicen
estadisticamente independientes si la informacidn acerca de la
ocurrencia de uno de ellos no afecta la probabilidad de ocurrencia

del otro, es decir,

Definicion

Dos eventos A y B cualesquiera de un espacio muestral Q
se dicen estadisticamente independientes si

1) ambos eventos tienen probabilidad positiva y

o)
2) Si al menos uno de los eventos tiene probabilidad nula.

En caso contrario, se dicen eventos estadisticamente
depend ientes : Pistonesi Silvina 19



Ejemplos

1. En un estudio sobre rendimiento y habitos de estudio, en Probabilidad y
Estadistica, se ha registrado la siguiente informacion: el 80% de los alumnos
aprueba la asignatura. El 25% de los alumnos estudia en forma sistematica,
mientras que el 15% de los alumnos estudian en forma sistematica vy
aprueban la asignatura.

¢Son independientes los eventos A =“el alumno aprueba la asignatura” y S
=“el alumno estudia en forma sistematica”?

Datos: P(A)=0.80 P(S)=0.25 P(An S) = 0.15

Como ambas probabilidades son distintas de cero, chequeamos
i Q
Si

o ez

- Al ser estas probabilidades

diferentes, la aprobacion de la

materia depende de si estudia en
Pistonesi Silvina forma sistematica el alumno. *°




2. Un buzon contiene 4 cartas con remitente y 1 no lo tiene. Se realizan las
extracciones necesarias hasta obtener la carta sin remitente.
¢ Cual es la probabilidad de obtener la carta sin remitente en la 2°
extraccion? Considerar el experimento con reposicion y sin reposicion
y analizar si hay o no independencia entre los eventos

Sin reposicion
N = 5 cartas

R, (RR°), (RR,R%) ,(R,R,R,R®),
(R,R,R,R,R%)}. Finito.

n="=?2
Definimos los eventos:

R = “la primera carta escogida tiene remitente” v,

Re¢ =“la sequnda carta escogida no tiene remitente”

Los eventos R = “la primera carta escogida tiene remitente” ,R¢ =la
segunda carta escogida no tiene remitente” no son mdependlentes.

21
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2. Un buzon contiene 4 cartas con remitente y 1 no lo tiene. Se realizan las
extracciones necesarias hasta obtener la carta sin remitente.
¢ Cual es la probabilidad de obtener la carta sin remitente en la 2°
extraccion? Considerar el experimento con reposicion y sin reposicion
y analizar si hay o no independencia entre los eventos

N = 5 cartas Con reposicion

Q = {R°¢ (RR°, (RRR® ,(RR,RR®),
(R,R,R,R,R°), ...} Infinito contable.

n="=2

Definimos los eventos:

R = “la primera carta escogida tiene remitente”y,

Re¢ =‘la segunda carta escogida no tiene remitente”

Los eventos R = “la primera carta escogida tiene remitente” y ,R¢="la segunda
carta escogida no tiene remitente” son independientes.

22
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Regla de la multiplicacion para eventos independientes

Si los eventos A y B son independientes, P(A) >0vy P(B) >0,
la probabilidad de la interseccion de A y B es igual al
producto de las probabilidades de A y B, en efecto,

Si P(B) > 0 y P(A) >0

Si los eventos Ay B son independientes‘
P(A NB)=P(A) -PB)

Pistonesi Silvina




Eventos independientes

1)SiP(B)>0 ySiP(A)>0

Los eventos Ay B “
son independientes

2)
Los eventos Ay B

Al menos uno de los
son “ eventos tiene probabilidad
independientes nula.

Pistonesi Silvina 24



Ejemplo anterior

éson independientes los eventos A =“el alumno aprueba Ia
asignatura” y S = “el alumno estudia en forma sistematica”?

Datos: [P(A) =0.80 P(S)= 0.25] P(An S) = 0.15

a
Como ambas probabilidades son distintas de cero, chequeamos si
?
P(An S) = P(A). P(S)
<€
P(AN S) = 0.15 J »

P(A) . P(S) = 0.80 . 0.25 =0.20

Al ser estas probabilidades diferentes, la aprobacion
de la materia depende de si estudia en forma
sistematica el alumno.

Pistonesi Silvina 25



Ejemplo 8

Se lanzé un dado y una moneda al aire. Si se definen los eventos:
A = “se obtiene un 1 6 un 2 en el dado” y B = “se obtiene una cara
en la moneda”. éSon independientes los eventos Ay B?

2 ={(1,0),(2C), (3,C), (4.C) (5C),(6,C), (1,9),(29), (3,5), (4S), (58), (6,5)}

A =1{(1,C), (2,C), (1,5),(2,5) }

B ={(1,C), (2,C), (3,C), (4,C), (5,C), (6,C)} -

AnB ={(1,C), (2,C) }

P(A) = P((1,C) 6 (2,C) 6(1,S) 6 (2,S)) = 4. 1/6 . 1/2 = 4/12 = 1/3
P(B) = P(1,C)% (2,C) 6 (3,C) 6 (4,C) 6 (5,C) 6 (6,C)) = 6. 1/6 .1/2 = 6/12

=1/2
P(ANB)=2.1/6.1/2=2 /12 =1/6

P(A).P(B)=1/6

Pistonesi Silvina

Al ser estas probabilidades
iguales, los eventos A y B son
independientes.
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Ejercicios

1.Dado el siguiente circuito eléctrico en el que la

probabilidad de que un interruptor |, i = 1234, este
cerrado es 0.5. Los estados de los interruptores son
iIndependientes entre si. Calcular la probabilidad de
que llegue corriente de C, a C,.

F

{2
H—- *
(' ('

I3 I

27
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Definimos los eventos

A = { el interruptor i esta cerrado}, i=1,2,3,4.

Sabemos que P(A; ) = 0.5, para todo |.

A = {pasa corriente de C, a C, }

P(A) = 227 _[ﬁ]_

Ia
* *

A=A UAU(A;NA,) ol

I I

Pistonesi Silvina 28



Sabemos por la propiedad 3) que se desprende de la
definicion axiomatica de Probabilidad

3)P(A; WA, )=P(A,) + P(Ay) - P(A;NA,)

e

P(A,UA, UA;)=? o

P(A,UA,UA;)=P(A; U (A, UA,))
=P(A,)+P(A, UA;) -P(AN (A, UA;))

=P(A;) +P(A;) + P(A;) - P(A; MA;) - P(A)N (A, U Ay))

=P(A;) * P(A;) + P(A3) - P(A; nA;3) - P(Ain Ay) L
(A1ﬂ A3)) Pistonesi Silvina 29



J'e)
®

P(A,UA,UA;)=7

=P(A) + P(A;) + P(A)) - P(A; PA;) - P((Ain Ay) U
(AN A3))

=P(A;) +P(A;) + P(A;) - P(A; NA;3) - [P(AIN A,) +
P(Ain Aj) — P((A1n Ay) N (AN Ay))]

=P(A) + P(A;) + P(A;) - P(A; nAy) — P(A\N A,) -
P(A;n A;) + P(AN AN A;)

Luego, <">

P(A; VA, UA3) = P(Aq) +P(Ay) + P(A;) — P(A;

Pistonesi Silvina 30




P(A, ) =0.5, paratodo i= 1, 2, 3, 4. _Eﬁ}
—_— —— Y el f
és estados de los interruptores son s ' —:-—
independientes entre si. 1 ’ ’ 2
S /‘* — —

B I3 Iy

@)
P(A) =P(A, UAzu(AgmAﬂ)
= + +

+ P (A;NA,NA ;NA,)

=0.5+05+ 0505 - 0505 - 0.5*0.5%0.5 -
0.5*0.5*0.5 + 0.5*0.5*0.5%0.5

=0.5+05-2*05*0.5*0.5 + 0.5*0.570.5%0.5
=13/16 =2 0.8125 Pistonesi Silvina 31



Ejercicios

2. La implementacion exitosa de un nuevo sistema se basa
en tres modulos independientes. Modulo1 funciona
adecuadamente con una probabilidad de 0.96. Para los
modulos 2 y 3, estas probabilidades son iguales a 0.95 vy
0.90, respectivamente.

Calcular la probabilidad de que al menos uno de estos tres
modulos no funciona correctamente.
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Ejercicios

3. (Fiabilidad de las copias de seguridad).

Hay un 0.01 de probabilidad de que un disco duro se bloguee.
Por lo tanto, tiene dos copias de seguridad, cada una con un
0.02 de probabilidad de bloqueo, y los tres componentes son
independientes entre si. La informacion almacenada se pierde
sOlo en una situacion desafortunada cuando los tres
dispositivos se bloquean. ;Cual es la probabilidad de que se
guarde la informacion?

4. Jugando con un dado, se gana si sale 1 6 2 y se pierde si

sale 4, 5 6 6. Si sale 3, se tira de nuevo. Calcular la
probabilidad de ganar.
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Ejercicios

5. Se lanzé un dado honesto (no cargado) dos veces,
obteniendose 4 en ambas oportunidades ;Cual es la
probabilidad de que en un tercer lanzamiento se obtenga
nuevamente 47

6. Tres componentes de un mecanismo, digamos A, B, C
estan colocados en serie (en linea recta). Si estos
componentes se agrupan en forma aleatoria, y se definen los
sucesos:

R ={B esta ala derechade A}y S ={ C esta a |la derecha de
A} ;Son Ry S sucesos independientes? Justificar.

Pistonesi Silvina 34



Propiedades

= Si los sucesos Ay B son mutuamente excluyentes, AnB =
o, y P(A) > 0, P(B) > 0, entonces A y B no son eventos
independientes.

= Si Ay B son eventos independientes entonces,

(1) Ay B¢ también lo son,
(2) Ay B también lo son,
(3) Ay B¢ también lo son.

Pistonesi Silvina 35



Desarrollo de las Propiedades

= Sj los sucesos A y B son mutuamente excluyentes, entonces
ANB =, éiserdn Ay B eventos independientes?

Supongamos P(A) > 0, P(B) > 0,
Ay B son
mutuamente » P(ANB)=P(D)=0
excluyentes B
Recordemos:

A y B son eventos independientes siy solo si:
1) Si P(A) >0 y P(B)>0, P(A~B) = P(A) P(B)

o, 2) Si al menos uno tiene probabilidad nula.

En este caso para que se verifique P(AnB) = P(A) P(B), alguno de
ellos tiene que ser cero.

Conlo cual, si P(A) >0y P(B)>0,y Ay B son mutuamente
excluyentes, entonces son eventos dependientes.

Pistonesi Silvina




Desarrollo de las Propiedades

= Si los sucesos A y B no son mutuamente excluyentes,
entonces ANB # J, éseran A y B eventos independientes?

Si la P(A) y P(B) son positivas, hay que
calcular la P(AnB) y ver si da el mismo |; Q
resultado que el producto de Ilas
probabilidades. Si se verifique la igualdad
los eventos seran independientes, en caso A
contrario, seran dependientes.

Si alguna de las probabilidades es nula, entonces son
independientes.

Pistonesi Silvina




Definicion

Una coleccion de eventos A, A,, A,,..., A constituye una
particion del espacio muestral Q) si

Pistonesi Silvina 38



Teorema de la Probabilidad Total

Sea A, A, A,,..., A, una particion del espacio muestral Q2y
sea B un suceso cualquiera tal que se conocen las
probabilidades P(B/A;) Vi,

i, . 'ﬂ'ﬁ
_ ;.I} _I

39
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Demostracion del Teorema de la Probabilidad Total

Sea A, A,, A, ..., A, constituye una particion del espacio
muestral Q y B un evento cualquiera de Q

k9
AL al
B=J(BnA)) i
i=1 ) 1
_ " La segunda igualdad se
P(B)_P(Q(BmAi) cumple por propiedad 2) de

probabilidad y la tercera
igualdad vale por la ley del

:Zn:P(BmAl) :Zn:P(Al)P(BIAI) producto.
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Teorema de Bayes

Sea A, A, A,,..., A una particion del espacio muestral €2
y sea B un suceso cualquiera tal que se conocen las
probabilidades P(B/A.) Vi,

Pistonesi Silvina 41



Ejemplo 9

Un canal simple de comunicacion binaria transporta mensajes
utilizando solo dos senales, digamos 0 y 1. Suponemos que,
para un canal binario dado, el 40% del tiempo se transmite un 1.
La probabilidad de que un 0 transmitido se reciba
correctamente es de 0.90, y la probabilidad de que un 1
transmitido se reciba correctamente es de 0.95.

Determinar:
la probabilidad de que se reciba un 1 y se haya transmitido 1.

la probabilidad de que se reciba un 1.

De las veces que se recibe un 1, {qué porcentaje de ellas se
transmitio un 0?
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1. Un canal simple de comunicacion binaria transporta mensajes
utilizando solo dos sefales, digamos 0 y 1. Suponemos que,
para un canal binario dado, el 40% del tiempo se transmite un 1.
La probabilidad de que un O transmitido se reciba correctamente
es de 0.90, y la probabilidad de que un 1 transmitido se reciba
correctamente es de 0.95.

Del enunciado se extrae la siguiente informacion:

T = “se transmite un 1” P(T) = 0.40 P(T)=0.60

R = “se recibe un 1”. P(R/T) = 0.95 P(R/T)=0.90

Q

43
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Jel enunciado se extrae la siguiente informacion: _
P(T) =040 P( T)=0.60

T = “se transmite un 1”

R = “se recibe un 1. P(R/T) =0.95 P( R/T )=0.90

la probabilidad de que se reciba un_1 y se haya transmitido 1.

Ley del producto » .[

BRATE= P(T) P(R/T) =0.4 0.95=0.38

TR
. la probabilidad de que se reciba un 1.
MR P(RAT)U(RAT) -

=P(RNT)+P(RNT) N P(T A R)=P(T) PR/T)
=P(R/T)P(T)+P(R/T)P(T)=" |EEER=RRPER
=0.950.4+(1-P(R/T))0.6=0.44 “

Pistonesi Silvina




Expresion del problema en forma de arbol

0.40
/ 005 * Los caminos a través de nodos
representan intersecciones.

0.60

Las bifurcaciones representan uniones disjuntas.

Pistonesi Silvina




Del enunciado se extrae la siguiente informacion:
P(T) =0.40 P( T)=0.60

T = “se transmite un 1”

R = “se recibe un 1”. P(R/T) =095 P( ﬁff )=0.90

c. De las veces que se recibe un 1, ;qué porcentaje de ellas
se transmitio un 0? 0

! Ley del producto

46
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Ejemplo 10

El departamento de personal de una empresa servicios
informaticos y desarrollo de software ha descubierto que el 60%
de los candidatos entrevistados estan realmente calificados (Q)
para asumir el cargo de la compania. Una revision de registros
muestra que de quienes estan calificados, un 67% tuvo un
entrenamiento previo en estadistica (T), mientras que el 20% de
quienes no estaban calificados habian recibido instruccion
estadistica con anterioridad.

a. ¢Qué porcentaje de candidatos estan calificados y estan capacitados
en estadistica?

b. ¢Cudl es la probabilidad de que un candidato tenga capacitacion en
analisis estadistico?

c. Si el empleado ha tenido capacitacion en estadistica, écual es la
probabilidad de que este calificado para el cargo? 47

Pistonesi Silvina



Del enunciado se extrae la siguiente informacion:

Q = “el candidato esta calificado para el cargo”

T = “el candidato esta capacitado en analisis estadistico”.

P(Q =060 P( Q)=0.40

P(T/Q) =0.67 P(T/ Q)=0.20

a. ;Qué porcentaje de candidatos estan calificados y estan
capacitados en estadistica?

Ley del producto »

Pistonesi Silvina
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Q = “el candidato esta calificado para el cargo”

T = “el candidato esta capacitado en analisis estadistico”.

P(Q =0.60 P( Q)=0.40

P(T/Q) =0.67 P(T/ Q)=0.20

b. ¢Cual es la probabilidad de que un candidato tenga capacitacion en
analisis estadistico?
P(T) =2

Pistonesi Silvina 49




Q = “el candidato esta calificado para el cargo”

T = “el candidato esta capacitado en analisis estadistico”.

P(Q =0.60 P( Q)=0.40

P(T/Q) =0.67 P(T/ Q)=0.20

c. Si el empleado ha tenido capacitacion en estadistica, 4 cual
es la probabilidad de que este calificado para el cargo?

—_-{=

. PT/QPQ) _0402_ .
P(T/Q)P(Q)+P(T/Q)P(Q) 0.482
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Expresion del problema en forma de arbol

0,60 @ 8 Los caminos a través de nodos

representan intersecciones.

./G—

0,40

Las bifurcaciones representan uniones disjuntas.

51
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Ejemplo 11

Los miembros de una firma de consultoria alquilan automoviles
en tres agencias:

60% a la agencia A

30% a la agencia By el 10% a |la agencia C

De la agencia A el 9% necesitan afinacion, de la B el 20% y de
igual manera el 6% de los autos de la agencia C.

a. ¢Cual es la probabilidad de que un auto rentado a la firma
requiera afinacion?

b. Si un auto que alquilo la firma necesita afinacion, écual es la
probabilidad de que este vehiculo provenga de |la agencia B?
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Del enunciado se extrae la siguiente informacion:

A = “el auto fue alquilado a la agencia A",
B = “el auto fue alquilado a la agencia B”,

C = “el auto fue alquilado a la agencia C"” y

F = “el auto requiere afinacion”.




Expresion del problema en forma de arbol

P(ANF) = P(A)x P(F/A)
Los caminos a través de nodos
0,60 0.91 representan intersecciones.

@ 0,30 @ P(B~F) = P(B)x P(F/B)

Las bifurcaciones representan
@ 0,06 uniones disjuntas.
P(CnF) =P(C)xP(F/C)
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Ejercicio: Dos companias producen software
informatico. La primera proporciona el 70% vy la segunda
el 30% de la produccion total. Se sabe que el 83% del
software suministrado por |a primera compania se ajusta
a las normas establecidas, mientras que sdlo el 63% del
suministrado por la segunda se ajusta a las normas.
Calcular la probabilidad de que un determinado software
haya sido suministrado por la primera compania, si se
sabe que se ajusta a las normas.
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