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Definicion de Variable Aleatoria. Variable
Aleatoria Discreta. Distribucion de probabilidad.
Funcidon de distribucion acumulada. Valor
Esperado, Varianza y Desvio estandar de una
Variable Aleatoria Discreta. Distribucion Binomial,
Geomeétrica, Binomial Negativa, Hipergeomeétrica
y Poisson. 1



Valor Esperado de una v.a. discreta

Ejemplo 1

Los clientes de una empresa proveedora de servicios de
Television Satelital de cierta zona, pueden optar por contratar de
1 a 5 paquetes de sefales (el abono basico consiste en un solo
paquete y cada uno de los otros incluye un grupo de senales
tematicas o premium). La distribucion de probabilidad del
numero de paquetes X contratados por un cliente es:

El gerente de la empresa esta interesado en el numero promedio
de paquetes contratados por un cliente, ie, el valor promediq de
X en Ia pOblaCién Silvina Pistonesi



Cuando desean conocer el promedio o media entre las
calificaciones obtenidas en los finales rendidos hasta el
momento, ;como lo calculan?

Supongamos que hasta el momento rindieron 7 finales y
obtuvieron las siguientes notas:

8 9 8 9 9 10 9

El promedio se determina:
8+8+9+9+9+9+10 8*2+9*4+10%*]

Media estimada =

7 7
2/7= P(X=8) 4/7= P(X=9) \7= POX=10)
_gx20 4 gxd g oxl
7 7 7
=8.86 X = «calificaciéon de un alumno en un

Silvina Pistonesi final de su carrera» (en puntos).



Si la carrera se concluyera con la aprobacion de 7 finales, el
verdadero promedio o media o esperanza de X o, tambien
llamado valor esperado de X, s calcularia:

X = «calificacion de un alumno en un final de su carrera» (en puntos).

E(X)=8*P(X=8)+9*P(X=9) +10*P(X=10)=8.86

La calificacion promedio de un alumno en un final de su
carrera es de 8.9 pts.
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Valor Esperado de una v.a. discreta

E(X)=1*P(X=1)+2*P(X=2)+3*P(X=3)+4*P(X=4)+5*P(X=5)=2.2

Interpretacion: E| cliente, en promedio, contrata aprox. 2
paquetes.

Conocer los valores
posibles de X y sus
respectivas
probabilidades

Para calcular el

valor promedio de
X en la poblacién

El valor promedio, valor esperado o media de X es un
promedio ponderado de los posibles valores 1, 2, ..., 5, donde
los pesos son las probabilidades de esos valores. 5
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Def.

Sea X una variable aleatoria discreta con rango R, y funcion
de probabilidad puntual p, (x) , la esperanza o el valor
esperado de X se define:

EX)=u, = Y xpx(®) = > x PX=x)

XeR XeR

Interpretacion de la esperanza: Si sobre cada valor posible
de X, x, se coloca una masa py(x), el punto de equilibrio del
sistema es E(X). En este sentido, se puede decir que E(X) es
una medida del “centro” de la distribucion. Es el centro de
masa del sistema.
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Ejemplo 2

Un usuario de una computadora intenta recordar su contrasena.
El sabe que puede ser una de los 4 posibles contrasenas que
tiene anotadas. Prueba sus contrasenas hasta que encuentra la
correcta.

Determinar el numero promedio de contrasefnas incorrectas
probadas hasta encontrar la correcta.

Se define la v.a.

X = “N° de contrasenas incorrectas probadas hasta encontrar la
correcta”

Queremos hallar el numero promedio de X > E(X)
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Sea X = «N° de contrasefias incorrectas probadas hasta encontrar la

correcta’ unav.a.»  pefinimos el evento C="La contrasefia es la correcta”

N =4 contrasenas
Q = {C, (C¢,C), (C¢,CC,C) ,(C¢c,cc,ce,C)}
Finito.

n=?7?

luego: R, ={0,1,2,3}

P(X=1)= P((C1C, C,)=P(CcnCy - °

P(X = 0) = P(C) = 1/4,

= P(C,€).P(C,/ C,°)

=3/4 .1/3 =1/4,
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Sea X = «N° de contrasefias incorrectas probadas hasta encontrar la

correcta’ unav.a.»  pefinimos el evento C="La contrasefia es la correcta”

N =4 contrasenas

Q = {C, (C¢,C), (C¢,CC,C) ,(C¢c,cc,ce,C)}
Finito.

n =22 luego: Ry ={0,1,2,3}

®
P(X =2) = P((C,%, C,°,C3)) =P(C,Cn C,CNCy)) -
= P(C,€).P(C,C/ C,C) P(C,/ C,C n C,C)
= 3/4.2/3 .1/2 = 1/4,

P(X =3)=P((C", C2C, C3C, C,)) = P(C,“n Czc, NC;%,n Cy))
= P(C,©).P(C,L/C,C)P(C/C,enCl)P(C,/ C.ENC,lnCLl)
=3/4.2/3.1/2 .1/1 =1/4 9
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Sea X = «N° de contrasefias incorrectas probadas hasta encontrar la
correcta” una v.a.»

N =4 contrasenas ., _ .c (cc ), (CC,CC,C) ,(CS,CC,CE,C)

Finito.
N =22 luego: Ry ={0,1,2,3}
P(X=0)=1/4, P(X=2)= 1/4,
P(X=1)==1/4, P(X=3)=1/4.

La funcion de distribucion de probabilidad es

Esta Distribucion
uniforme

discreta

10
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X = «N° de contrasenas incorrectas probadas hasta encontrar la correcta” una
v.a.»

Funcion de distribucion de probabilidad de la v.a.
X

El numero promedio de contrasenas incorrectas probadas
hasta encontrar la correcta es:

E(X)=0*P(X=0)+1*P(X=1)+2*P(X=2)+3*P(X=3)=1.5

Luego, en promedio, se deben probar con aprox. 2 de
contrasenas incorrectas para encontrar la correcta.

11
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Ejemplo 1

Teniendo en cuenta la v.a.:

X = “numero de paquetes de programas contratados por un cliente
seleccionado al azar’”, con funcién de distribucion de probabilidad:

Si el costo del servicio (en pesos), Y, es funcidon del numero de
paquetes contratados, segun la siguiente formula:

Y =400 (X +1)

¢ Cual es el valor esperado del costo pagado por cliente, es
decir, E(Y)?

Silvina Pistonesi 12



Solucion

X = “ndmero de paquetes de programas contratados por un cliente
seleccionado al azar’, con funcion de distribucion de probabilidad:

= “costo del servicio (en pesos) por cliente”, Y =400 (X+1)

Ry = { 800, 1200, 1600, 2000, 2400 } recorrido de la v.a. Y.

El valor esperado del costo pagado por cliente, es

E(Y)=800*0.375+1200*0.275+1600 *0.175 + 2000 * 0.100 + 2400 *0.075 = 1290%

El costo promedio pagado por cliente es de 1290$. 13
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Proposicion

Si la v.a. X tiene funcion de probabilidad puntual P(X = x) para
todo x € Ry, entonces la esperanza de cualquier funcion real

h(X), esta dada por,

E(h(X))= Hix)

Zh(x) P(X = x)

XeRX

Propiedades de la esperanza

1. Sea Xv.a.talque X=k = E(X) =k

2. Sea X v.a. y kun numero real cualquiera tal que Y = X + k

= E(Y) = E(X) + k

3. Sea X v.a. y kun numero real cualquiera tal que Y = kX =

E(Y) = k E(X)

14
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Ejemplo

Tomamos nuevamente la v.a. definida:

Y =" costo del servicio (en pesos) contratado por un cliente
elegido al azar”.

Dicha variable aleatoria es funcion del numero de paquetes
contratados por cliente,

Y =400 (X+1)

¢ Cual es el valor esperado del costo pagado por cliente, es
decir, E(Y)?

E(Y) = E(400(X+1)) = 400. ( E(X + 1) ) = 400 . (E(X) +1) =
= 400 . (2.225+1) = 400 . 3.225 = 1290 $.

El costo promedio del servicio pagado por cliente es de 1290
$. Silvina Pistonesi



Varianza de una v.a. discreta

La esperanza de una v.a. X determina el lugar donde se
centra la distribucion de probabilidad, pero no proporciona
informacion acerca de la forma de la distribucion.

Las siguientes tablas y graficos presentan tres distribuciones
discretas de probabilidad que poseen el mismo valor
esperado, sin embargo, difieren notablemente en Ia
dispersion de sus valores:

Silvina Pistonesi



Varianza de una v.a. discreta

La esperanza de cada una de las v.a. es en efecto, 2 :

E(X)=1%03+2%0.4+3%0.3=2

E(Y)=0%02+1%0.1+2%0.3+3*0.3+4*0.1=2

E(Z)=2*1=2

Silvina Pistonesi




E(X) = 2

P(Z=2)

0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -

P(Y=Yy)

0,8
0,6
0.4
0,2

E(2) =2

Z

Silvina Pistonesi
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Def.

Sea X una v.a. con funcién de probabilidad puntual P(X =x) y

esperanza y,, la varianza de X, que se denotara V(X), c,2 0 &2
, €S

V(X)=0% =E| (X—)°[=E[(X-E(X)’ [ = 3 (x~s1,)° P(X=x)

La varianza de X, representa la dispersion promedio de las distancias
al cuadrado de los valores de la v.a respecto a su valor esperado.

Se prueba desarrollando el cuadrado y aplicando propiedades
de la esperanza, que

XERX XGRX

VX) =0y =EX*)-(E(X))* = > x* P(X :x)—{ZxP (X:x)} .

19
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Varianza de una v.a.

V(X) =0 =E[ (X -E(X))*|= E<X2> —(E(X))

= > x*P(X =x)- ZXP(X x)

XERX XERX

La varianza de X, representa la dispersion promedio de las
distancias al cuadrado de los valores de la v.a respecto a su
valor esperado.

Def.

Sea X una v.a. El desvio estandar de X, que se denotara, o, 0

o, €S

Es la raiz cuadrada positiva de la varianza.

Silvina Pistonesi



Varianza de una v.a.: Graficamente

1 EX)=2 3 X

o 1 E(Y)=2 3 4 Y E(Z)=2 Z

Silvina Pistonesi



Varianzade unav.a. X |V(X)=0c2 :Em—[ EX)f
Desvio estandar de una v.a. X ‘GX = +./V(X)‘

Observaciones!!!!

La varianza tiene importancia teorica, pero resulta

dificil su interpretacion porque las unidades de
medicion de la variable de interés estan elevadas
al cuadrado. En cambio, las unidades de medicion
del desvio estandar son las unidades de Ila
variable. Por ello, que esta es la medida de
dispersion mas utilizada en la practica.

La varianza y el desvio estandar son valores no
. 22
negatlvos' Silvina Pistonesi



Ejemplo

Hallar la varianza y el desvio estandar de las tres v.a.
presentadas anteriormente con esperanza igual a 2. Para
ello se utilizara la expresion

V(X)=0% =EX?)- [EX)]

V(X)=EX)—(E(X)j =(1"*0.3+2°*04+3°*0.3)-2* =4.6—4=0.6
V(Y)=E(Y*)-(E(Y))*=5.6-4=1.6

V(Z)=E(Z*)-(E(Z))>=4—-4=0.

Los valores que presentan una mayor Vvariabilidad son los

correspondientes a la variable Y.
23
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Hallar:

a) la variabilidad del numero de paquetes de
programas contratados por un cliente seleccionado

al azar, ie, V(X).

b) La variabilidad del costo del servicio (en pesos)
contratado por cliente, ie, V(Y).

Silvina Pistonesi 24



Ejemplo

Sea la v.a. X = “numero de paquetes de programas contratados por un
cliente seleccionado al azar”’, con distribucion de probabilidad:

y la varianza es

V(X)=(1" 0.375+2% 0.275+3% 0.175+4° 0.100+5* 0.075) — (2.225)* =
=6.525 - 4.950 = 1.57.

El desvio estandar es o —1.57=1.25

Las fluctuaciones promedio del numero de paquetes de
programas contratados por un cliente respecto al numero
medio paquetes contratados por cliente es de 1.25. 25
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Propiedades de la varianza

1. Sea Xv.a.talque P(X=c¢c)=1 = V(X) =0.

2. Sea X v.a. y k un numero real cualquiera tal que Y = X + k
= V(Y) = V(X).

3. Sea X v.a. y kun numero real cualquiera tal que Y = kX =
V(Y) = k2 V(X).

Silvina Pistonesi 26



Ejemplo

Se definié anteriormente, la v.a. Y =« el costo del servicio (en
pesos) contratado por cliente”, Y = 400 (X + 1)

su varianza, V(Y), es

Por la propiedad 3. de varianza resulta:

L‘l'

V(Y) =V(400 (X+1) ) =400% V((X+1))=160000 V((X+1))
y por la propiedad 2.:

V(Y) = 160000 V( (X+1))=160000 V(X) = 160000 . 1.57 =

251 200$2 Silvina Pistonesi 27



Ejercicios

1. El gerente de una gran tienda necesita determinar la
distribucion de probabilidad del numero de clientes entre los
proximos tres que ingresan a la tienda que hacen una compra.
El 30% de los clientes realizan una compra.

Si se define la v.a.:
X =7"n° de clientes entre los proximos 3 que ingresen a la tienda

a.¢ Cual es la probabilidad de que de los tres que ingresen a la
tienda todos realicen una compra si se sabe que mas de 1 lo
hizo?

b. ¢;Cual es el numero promedio de clientes que realizan una
compra entre los proximos tres que ingresan a la tienda ?

c. Hallar el desvio estandar del numero de clientes entre los

proximos tres que ingresan a la tienda que hacen una compra.

28
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2. Una moneda esta “cargada” y de este modo, la probabilidad de obtener
una cara es el triple de obtener una seca. Si se realizan tres lanzamientos
independientes de la moneda, determinar:

a) La distribucion de probabilidad de la v.a. X =" N° total de caras obtenidas en
3 lanzamientos de la moneda’.

b) La probabilidad de obtener a los sumo 2 caras.

c) El nidmero promedio de caras obtenidas en 3 lanzamientos de la
moneda.

d) La varianza del numero de caras obtenidas en 3 lanzamientos.

e) La funcion de distribucién acumulada de la v.a. X.

3. Un inversionista dispone de cierta cantidad de dinero para invertir. Tiene
3 alternativas posibles. En la siguiente se presentan las utilidades
estimadas (en pesos) de cada alternativa de acuerdo con las distintas
condiciones economicas:

Situac.\ Alternativa A B C

La economia declina 500 -2000 -7000

No hay cambios 1000 2000 -1000

La economia se expande 20099!vina S 5000 18000 -




En base a su experiencia, el inversionista asigna las siguientes
probabilidades a cada situacion econdmica: la probabilidad de que la
economia decline es 0.3; de que no haya cambios es 0.5 y de que se
expanda es 0.2. Determinar la mejor eleccion para el inversionista,
atendiendo a las ganancias esperadas.
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