Métodos Numéricos A - Proyecto

Ejercicio 1

Consideremos una cadena lineal de N tanques conectados, numerados de 1 a N donde
cada tanque 7 posee una concentracion desconocida ¢;. Cada tanque ¢ intercambia fluido
con sus vecinos inmediatos ¢ — 1y 7 4+ 1 a través de conductos principales, con un caudal
proporcional a ¢;. Ademas, debido a conexiones auxiliares de by—pass, cada tanque inter-
cambia fluido con los tanques ubicados dos posiciones antes y después (i —2 y i+ 2), con
un caudal proporcional a gs.

Cout

Figura 1: Ejemplo con 5 nodos

En el régimen estacionario, y bajo el supuesto de mezcla perfecta en cada tanque,
el balance de masa para la concentracién ¢; en el tanque 7 (con 3 < i < N —2) puede
expresarse como:

BCi-2 + (1Ci-1 — (21 + 2¢2)C; + iCiy1 + QCiva = S5, t= 1,200 N,

donde s; representa las contribuciones debidas a las condiciones de contorno y posibles
fuentes externas. En este trabajo vamos a considerar s; =0,i=1,2,..., N

Para los tanques ubicados en los extremos, se asume que las concentraciones de entrada
y salida son conocidas:

Cy = C—1 = Cin, CN+1 = CN42 = Cout-

Este esquema de ecuaciones algebraicas lineales da lugar a una matriz pentadiagonal
al expresar el sistema en la forma matricial Ac = b, donde ¢ = [¢1, o, . .. ,cN]T.

Condiciones de contorno

Para cerrar el sistema es necesario especificar condiciones de concentracion en los
extremos de la cadena. Supondremos valores impuestos conocidos:

C_1 = Cp = Cin, CN+1 = CN42 = Cout;

donde ¢;, representa la concentracion impuesta en el extremo de entrada y cou la
concentracion impuesta en el extremo de salida.

En los casos en los que aparezcan indices fuera del dominio fisico (por ejemplo,
€_1,€0,CN11,CN12), €stos términos se trasladan al lado derecho de la ecuacion forman-
do parte del vector b, ya que corresponden a valores conocidos.

De este modo, las ecuaciones para los tanques interiores conducen a una estructu-
ra pentadiagonal de la matriz A, mientras que las filas correspondientes a los primeros



y tltimos tanques incluyen en el vector b los efectos adicionales de las condiciones de
contorno.
El resultado final es el sistema lineal:

Ac = b,

1. Implemente en Octave una funciéon que genere automaticamente la matriz A y el
vector b para cualquier valor de N, qi, ¢, ¢in V Cout- Esta funcién debe crear dos
versiones de la matriz A:

» matriz completa (densa)

= matriz dispersa pentabanda

En Octave se sugiere la funcién:

A = spdiags([e e e e e], -2:2, N, N);

Guarde la funcion en un archivo llamado crear_sistema.m.

2. Construya la matriz A y el vector b para el caso N = 1000. con los siguientes datos:

G = 1,0, goi= 03, ¢u=10, Ccou=0,0.

Para resolver el sistema debera utilizar dos métodos directos:

s Factorizacion LU

= Factorizacion LU con pivoteo parcial

Consigna: explorar condicionamiento variando ¢, y ¢

Para estudiar la sensibilidad numérica del sistema pentadiagonal ante la variacon
de los coeficientes de acoplamiento, realice los siguientes experimentos:

a) Tome N = 1000 y el caso base ¢; = 1,0, g2 = 0,3. Arme la matriz A (sparse y
densa) y el vector b.
b) Para cada par de valores de la lista siguiente resuelva el sistema Ac = b con
cada método directo y registre:
= Nimero de condicién: x(A) = cond(A).
» Residuo: ||Ac — b|s.:
» Tiempo de cémputo para la factorizacién y solucién (use tic/toc).
= Error relativo frente a la solucion de referencia c,.¢ (elegida como la solucion
con q; =1, g2 =0,3):

lc — crell2

err_rel =
l|Cret]]2



c¢) Valores de prueba recomendados para (qi, ¢»):
(1,0,1), (1,0,5), (1,0,9), (1,0,99), (1,0,999), (1,1,0), (1,1,5), (0,01,1).

d) Discuta la relacién observada entre x(A) y el error relativo. ;Se observa ampli-
ficacién del ruido en las soluciones cuando x(A) es grande?

Discuta la relacién entre condicionamiento y estabilidad.

Representacion Grafica
Grafique ¢; versus i para:

» cada método directo empleado

» cada variacion realizada en los parametros.
Asegurese de que el grafico incluya:

» titulo descriptivo

» leyenda diferenciando métodos y pardametros

., Qué relacion observa entre el comportamiento del grafico y las modificaciones rea-
lizadas a los pardametros?

Criterios de Evaluacion

Correcta implementacion de los métodos numéricos.

Calidad del eodigo y documentacion.

Analisis critico de resultados.

Presentacion técnica y claridad.

Ejercicio 2

Estimacion de deformacion en una viga mediante minimos cua-
drados y factorizacion QR

En ensayos de resistencia de materiales, una tarea esencial es calibrar sensores de

deformacién (extensometros) para verificar su precision al medir la respuesta de una viga
sometida a carga. La teoria de flexiéon para una viga simplemente apoyada y cargada en su
centro establece que la deformacion en la fibra extrema es aproximadamente proporcional
al momento flector:

My
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donde E es el médulo de Young, / el momento de inercia, M el momento flector
aplicado, y y la distancia desde el eje neutro a la fibra considerada.

En la practica, los sensores presentan ruido y no linealidades, por lo que se requiere
ajustar un modelo basado en datos experimentales.

Objetivo

Utilizar datos de carga aplicada y deformacion medida para ajustar un modelo que
relacione carga y deformacion mediante el método de los minimos cuadrados, empleando
factorizacion QR (incluyendo la implementacién manual de Gram-Schmidt modificada).

Datos

Se proporciona un archivo viga_datos.x1lsx con dos columnas:

» I (N): carga aplicada en el centro de la viga

» ¢ (pe): deformacion medida mediante extensometria en la fibra superior

La viga y el sensor generan mediciones con ruido experimental y pequenas desviaciones

respecto del modelo ideal.

Tareas
1. Importe los datos desde el archivo Excel en Octave.

2. Plantee el modelo lineal
e=aP+b

y construya la matriz del sistema sobredeterminado.

3. Implemente el método de Gram-Schmidt modificado para obtener la factorizacion

QR.

4. Resuelva el problema de minimos cuadrados usando dicha factorizacion.

5. Resuelva nuevamente utilizando la funcién nativa qr() de Octave y compare resul-
tados (norma del error residual y error cuadratico medio)

6. Repita los incisos anteriores con un modelo cuadratico

e=aP*+bP+c

7. Grafique los datos experimentales y las curvas ajustadas.

8. Realice pequenas modificaciones arbitrarias en los datos del archivo excel y registre
los resultados (norma del error residual)

Analizar y discutir los resultados obtenidos considerando los siguientes puntos:



Calidad del ajuste: Evaluar la calidad del ajuste calculando e interpretando el
error cuadratico medio (MSE) y analizando los residuales graficamente (por ejemplo,
grafico de residuales vs carga). Discutir si la magnitud y el patron de los residuos
indican un modelo adecuado o la presencia de sesgos sistematicos.

Comparacién entre modelos lineal y cuadratico: Comparar ambos modelos
mediante los valores de error, comportamiento de los residuales y superposicion
grafica de las curvas ajustadas con los datos experimentales. Comentar en qué rango
de cargas cada modelo representa mejor la relacion carga—deformacion y justificar
la eleccion del modelo mas apropiado.

Ruido y errores experimentales: Describir el posible efecto del ruido en los
datos sobre los pardmetros estimados. Identificar al menos dos fuentes reales de
error experimental (por ejemplo, resolucién del sensor, variaciones en la aplicacién
de carga, histeresis del material) y explicar cémo podrian influir en los residuales
y en la estabilidad del modelo.

Como guia para el analisis observe patrones en los residuales y relacione con el modelo
aplicado. Considere:

Residuales aleatorios = causa posible = ruido experimental
Tendencias sistematicas = causa posible = modelo insuficiente o no linealidades

Mejor desempeno del modelo cuadratico = causa posible = posible curvatura o
ruido amplificado

Alta sensibilidad de los coeficientes al ruido = causa posible = posible inestabilidad
numeérica

Entrega

El informe debe incluir:

Grafico de datos, ajustes y residuales.

Comparacion entre modelos

Analisis critico.

Criterios de Evaluacion

Correcta implementaciéon de los métodos numéricos.
Calidad del cédigo y documentacion.
Andlisis critico de resultados.

Presentacion técnica y claridad.



