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CAPITULO VII: Estimacién de parametros

Existen dos formas de hacer inferencia acerca de un pardmetro de una poblacién: estimar el valor de
un pardmetro desconocido o tomar una decision acerca de un valor hipotético del pardmetro. Por
ejemplo, se puede desear estimar el nimero medio p de trabajos presentados cada hora a un centro
de procesamiento de datos o se puede querer decidir si la media u excede o0 no cierto valor po. Los
métodos de estimacion seran tratados en este capitulo, mientras que el método para tomar una
decision acerca de uno 6 mas parametros de una poblacién, denominado prueba de hipotesis, se
desarrollara en el préximo capitulo.

Una variable aleatoria o poblacion X estd caracterizada por su funcion de densidad de
probabilidad. Esta funcion de densidad de probabilidad, siempre que esté determinada con todo
detalle, permite calcular cualquier parametro poblacional 0, es decir, aquella constante que informa
de manera sintética de una propiedad relevante o caracteristica de la poblacion o variable aleatoria,
tal como el valor medio p, o la varianza o2, parametros clasicos de centralizacion y de dispersion,
respectivamente, o la proporcion binomial p de éxitos en una poblacién.

Si el valor de un parametro 6 es desconocido, los estimadores que se puedan construir permitiran la
estimacion de tal parametro. A tal efecto, se entiende por estimador cualquier variable aleatoria
que se defina a partir de la sucesion de variables aleatorias que integran una muestra extraida al
azar de una poblacion. Se debe valorar en un estimador su capacidad de extraer "al maximo" la
informacion contenida en la muestra, ya que redundara en la calidad y precision de las
estimaciones.

Un estimador O(X1,X2,...,Xn) (0 simplemente ®) de un parametro 6 es una regla o formula que
muestra como utilizar las observaciones de una muestra para calcular un solo nimero (un punto) 6
un intervalo que nos sirva como estimacion del valor del pardametro 6.

Definicion:

Un estimador puntual es una regla o formula que expresa cémo calcular una estimacion numérica
con base en las determinaciones de contenidas en una muestra. El namero que resulta del calculo es
una estimacion puntual.

Al considerar un estimador ® de un parametro poblacional 0, la realizacion de una muestra aleatoria
de tamafio n, Xi, Xz ,..., Xn, suministra n datos, valores u observaciones, Xi, X2 ,..., Xn, que
determinan una estimacion puntual del parametro desconocido. Es decir:

A

0, estimacion puntual de 0, corresponde al valor del estimador ® en x1, X2,..., Xn

Si se pretende, por ejemplo, estimar puntualmente el valor medio p con el estimador media
muestral, se extrae una muestra aleatoria de la poblacién y se observa el valor de la variable X en
los n individuos de la muestra. En tal caso, los n datos obtenidos X1, X2 ,..., Xn, permiten calcular lo
deseado. Es decir:

X, estimacion puntual de u, que corresponde al valor del estimador

— X X, e+ X
X enxi, X2, Xn: X=-—1—"2 n.
n
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De forma similar, la varianza muestral, S?, es una estimador puntual de c?, es decir 6 = S°.

Definicion:

Un estimador de intervalo es una regla, casi siempre expresada como una férmula, que permite
calcular dos puntos a partir de los datos de una muestra. EIl objetivo es formar un intervalo que
contenga a con un grado de confianza elevado.

Estimacién por Intervalo

La estimacion por intervalos de un parametro 6 consiste en la determinacion de un intervalo, que
contendra el pardmetro con un nivel de confianza 1-a, 0< a <1, fijado por el experimentador. Par
ello se requerira lo siguiente:

e Una muestra aleatoria X1, Xz,..., Xn de tamafio n extraida de la poblacion X.

e Un estimador O del pardmetro poblacional 0, con distribucion o ley de probabilidad conocida.

e El nivel de confianza 1-a, establecido a priori por el experimentador (los valores mas
utilizados son 0.95, 0.90 y 0.99).

A continuacion se expondra, de forma méas general, el procedimiento de obtencidn de un intervalo
de confianza para un parametro 6 de una poblacion univariante X. Si E(0) es el estadistico
adecuado para 60,con distribucion de probabilidad conocida, y 1-a. es el nivel de confianza adoptado,
se podré que:

Pe,, < E(0)< e, ) =1-a

donde e% y el_% son los valores criticos que verifican respectivamente:

— 0 —1-0
P(ESe%)_é y PE<e,)=1 A
Esta expresion probabilistica es equivalente a:
P X, X, X X, X, X =1-
((9( 17 21 1 n1e%j<e<®( 17 21 1 n1e1_%j) a

donde @(Xl,XZ,...,Xn,ey) y @(Xl,xz,...,xn,el(%json términos aleatorios que dependen de
2 2
la muestra, del estadistico E(0) y del nivel de confianza.

Por ello, con una probabilidad 1-o el intervalo aleatorio

(@(xl,xz,...,xn,e%} @(Xl,Xz,...,Xn,el_%D

contendra el parametro 0.

Si se extrae una muestra de tamafio n y con los datos u observaciones, X1, X2 ,..., Xn, S calculan los
extremos del intervalo, se dispondra del intervalo de confianza (éi, és) para el parametro 60
donde los extremos se obtienen evaluando los datos u observaciones de la muestra, es decir:
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0, :G(xl,xz,...,xn,e%) y 0, :®(x1,x2,...,xn,el%)

que contendra dicho parametro con un nivel de confianza 1-ao. 0 expresado en porcentaje de (1-a)
100 %..

Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal

Sea X tiene una distribucion N(p,c?), donde p es el pardmetro desconocido. Sea X1, Xa, ..., Xa Una
muestra aleatoria de la v.a. X y sea X el estimador puntual media muestral.

Caso I: varianza 02 conocida

Dado que X tiene una distribucion N(p,6?) con o2 conocida entonces la v.a X ~ N(u,5%/n) de donde
resulta que Z = (X-p) / 1/0% ~ N(0O, 1). Note que aunque Z depende de p, su distribucion de

probabilidad no.
Dado 1-a, el nivel de confianza elegido para construir el intervalo, es posible encontrar zo tal que:

P(-z,<Z<2z,)=1-0

Si se reemplaza la v.a. Z por su expresion, esté igualdad resulta: P| —z <z, |=1-a.Si

X_
0<G M
Y

se despeja el parametro p en la expresion dentro del paréntesis se obtiene:

P(Y—zo *%ﬁ<p<i+zo *%ﬁ):l_a'

Obsérvese que:

@(Xl,xz,...,xn,e%):X—zo*7\/H donde "20=2,
G)(XI,XZ,...,Xn,el%j=i+zo>x<7\/ﬁ donde z,=z,, .

Por lo tanto, con una probabilidad 1-a el intervalo aleatorio

(Y—zo *7\/?X+Zo *%ﬁ)

contendra el parametro p.
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Si se extrae una muestra de tamarfio n y con los datos u observaciones, X1, X2 ,..., Xn, e calculan los
extremos del intervalo, se dispondra del intervalo de confianza (X-z, *%—, X+2, *%—)
n n

para el parametro p para un nivel de confianza de (1-o) 100 %.

La proposicién probabilistica P| X -z, * © <u<X+z, %G =1—a, debe interpretarse
prop p ( 0 /Qﬁ n 0 /Qﬁj 0 p

muy cuidadosamente. Es incorrecto decir que la probabilidad de que el parametro p se encuentre
contenido en el intervalo (X -z, *%—, X+2, *%—) es igual a 1-a. Esto es, no puede asociarse
n n

ningun valor de probabilidad a la proposicion X -z, *y\/ﬁ <pu<X+2, *7\/5 debido a que ésta

contiene s6lo constantes. Si se permite asignar a dicha proposicion un grado de confianza igual a la

probabilidad del intervalo aleatorio (Y—zo *7\/5, X+z, *y\/ﬁj

regidn de confianza

Caso II: varianza 62 desconocida

Dado que X tiene una distribucion N(u,0?) con o? desconocida, no es posible utilizar la expresion
del intervalo deducido anteriormente. Se requiere de un intervalo donde no figure 2. El valor de o°
puede estimarse mediante el estimador puntual varianza muestral S2.

Como X esta normalmente distribuida, el estadistico T:% tiene una distribucion t de

Jn

Student con n-1 grados de libertad.
Ademas, dado 1-a, el nivel de confianza elegido para construir el intervalo, es posible encontrar to

tal que:
P(-t,<T<t,)=1-a
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Si se reemplaza la v.a. T por su expresion, esta igualdad resulta: P| —t t, |[=1—a.Sise

o <—)é_“ <
n

despeja el parametro u en la expresion dentro del paréntesis se obtiene:

P[X—t,* S —<p<X+t *7 j:l—a.
( 0 K/ﬁ n 0 Jn
Por lo tanto, con una probabilidad 1-a el intervalo aleatorio

[(Xoton /5 Xt e /)

Si se extrae una muestra de tamarfio n y con los datos u observaciones, X1, X2 ,..., Xn, Se calculan los
extremos del intervalo, se dispondra del intervalo de confianza (X —t, *%—,)‘(tho *%—)
n n

contendra el parametro p.

para el parametro p para un nivel de confianza de (1-a,) 100 %.

regién de confianza

Observacion importante:

Los intervalos presentados anteriormente se construyeron sobre la base de una v.a. X ~ N(u,c?) con

varianza o2 conocida o desconocida.
= Silav.a. X no esta normalmente distribuida pero o® conocida y el tamafio de la muestra es n
> 30, el teorema central del limite garantiza de todos modos la distribucién normal estandar

del estadistico Z = (X -p) / ,/U% y por lo tanto el intervalo correspondiente a esta

situacion seria el presentado en el caso I.

= Si la v.a. X no estd normalmente distribuida pero o®> desconocida y el tamafio de la
muestra es n > 30, la varianza muestral s? se acercara al verdadero valor de o2 y entonces
sigue siendo aplicable el teorema central de limite proporcionando el siguiente intervalo:

60



Mg. Silvina Pistonesi

Modelos Estadisticos para las Ciencias de la Computacion

X-2z, *%/— X+2, *y ). Este intervalo se conoce como intervalo de confianza de
n Jn

muestra grande.

Intervalo de confianza para la varianza de una poblacion normal

Sea X tiene una distribucion N(p,c2), donde p es el pardmetro desconocido. Sea X1, Xa, ..., Xn Una
muestra aleatoria de la v.a. X y sea S? el estimador puntual varianza muestral.

(n-1)s?

o

Se sabe que si la v.a. X ~ N(u,c?), entonces la v.a. es una variable Xz con n - 1 grados

de libertad.
Dado 1-a, el nivel de confianza elegido para construir el intervalo, es posible encontrar dos valores
delav.a. y?2, tales que:

PO s < 21 S 2y gy 0) =1-0
donde lz%,n.l y )(f—%,n—l son valores de la distribucion y?,, con areas de /2 y 1-0/2,

respectivamente a la izquierda.

(n-1)s°

2
(o}

Al sustituir la variable y?2, por la expresion resulta:

2 (n_:l.)s2 2 _
P(x %4 0 < T < Zl—%,n—l) =l-a

Al dividir cada término de la desigualdad por (n-1) S?, y a continuacion invertir cada término
(cambiando por lo tanto el sentido de las desigualdades) se obtiene:

(n-1)s? co?< (n-1)s?
e <=

2
Zl—%,n—l Z%,n-l
A partir de esta expresion resulta el intervalo aleatorio para estimar c2:

P( )=1l-a.

((n -1)s? (n —1)52)
2 ! 2
ll—%,n—l %%,n—l
Si selecciona una muestra aleatoria particular de tamafio n y se calcula la varianza muestral s?, el
intervalo de confianza del (1-o.) 100 % para o esta dado por:

(n-1)s®> (n-1)s’
le—%,n—l Z%%,n-l

Obsérvese que se obtiene un intervalo de confianza del (1-o) 100 % para o, aplicando la raiz
cuadrada a cada punto extremo del intervalo de confianza construido para ¢

)
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(n-1)s* [(n-1)s?

2 2
Zl—%,n—l Z%,n—l

regién de confianza

o2
a2

Tamarfo de Muestra

Tamaiio de muestra para estimar la media de una poblaciéon normal

El intervalo de confianza (1-a)*100% proporciona una precision de la exactitud de la estimacion
puntual. Si p es realmente el valor central del intervalo, entonces X estimaa p sin error. La mayor

parte de las veces, sin embargo, X no sera exactamente igual a u y la estimacion puntual es
erronea. El tamafo de este error sera el valor absoluto de la diferencia entre p y X, |X—u|, y se

puede tener una confianza del (1-a)*100% de que esta diferencia no excederd una cantidad
especifica e.

Error

f_j%

|
I I
X -z g X X +2 g
1-a)/2 Km " 1-a/2 //ﬁ
Con frecuencia se desea saber que tan grande debe ser una muestra para asegurar que el error en la
estimacion de p sea menor que una cantidad especifica e.
Para estimar el tamafio de muestra necesario, de manera tal que con una probabilidad 1-a, la media

muestral X se aleje de la media poblacional p en a lo sumo e unidades se recurre a la siguiente
expresion

a

P —ZO<¥<ZO =1-
T

Multiplicando los miembros de la desigualdad por 7\5 resulta
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P(—zl_% *y\/ﬁ<i—u<zl_% *7\/5):1—(1

P(\X—u\ql_% *%/ﬁjﬂ—a

donde e = Zl-o/ * %ﬁ' A partir de la expresion de e es posible obtener el tamafio de muestra n.
2

Entonces, si X se utiliza como una estimacion puntual de p, se puede tener una confianza del (1-
a)*100% de que el error no excedera una cantidad especifica e cuando el tamafio de la muestra es:

z o 2
n:( 1-a/2 J
e

|¥—u| se conoce con el nombre de aproximacién o error de estimacién, con que se construyo el
intervalo de confianza para p y es tal que [X —p|<e.

Ejemplo:

Como parte de una encuesta del Departamento de Energia de Estados Unidos (DOE), se
seleccionaran al azar familias estadounidenses y se las interrogara acerca de la cantidad de dinero
que gastaron el afio anterior en combustible o gas para calefaccion. Al DOE le interesa
especialmente la cantidad media p gastada el afio anterior en combustible para calefaccion Si el
DOE quiere que la estimacién de p sea correcta en no mas 10 dolares con un coeficiente de
confianza de 0.95, ¢cuantas familias debera incluir en la muestra? La cantidad de dinero gastada
anualmente en combustible o gas para calefaccion es una v.a. distribuida normalmente con desvio
estandar o = 130 dolares.

Segun el enunciado 1-a = 0.95, a=0.05 1—/2=1-0.05/2=0.975, ¢ = 130 dolares y e = 10
dolares.

Por lo tanto,
2,0\ (z...130)° (1.96%130\’
n=| 22 = | o Soas o) | 2P 2 | (25.48) = 649.23, aproximadamente igual a 650
e 10 10
familias.

Se requiere un tamafio de muestra de por lo menos 650 familias para obtener una estimacion X que
difiera de p en una cantidad que no exceda 10 dolares, con una confianza del 95%.

Fin Capitulo VI
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