
UNS-PRIMER PARCIAL MATEMÁTICA AVANZADA- 29/04/2024

TEMA I

APELLIDO/S:..................................... NOMBRE/S:...................................

LU:................ NOTA:............................

Resolver los ejercicios en hojas separadas, con letra clara y prolija.Justificando adecuadamente.

1. Estudia la convergencia y hallá el valor principal de Cauchy de∫ 2

−2

1

(x− 1).(x2 − 2x+ 1)
dx

2. Utilizando la función Gamma,Betta o identificando la integral con la transformada de Laplace.
Calcular a la siguiente integral: ∫ 2

o

t3√
2− t

dt

3. a) Halla L{F (t)}(s) sabiendo que: F (t) =

 e3t Si 0 ≤ t < 5

t.cos(4.(t− 5)) Si t ≥ 5

b) Encontrar la solución del problema Y ′′(t) + 4Y ′(t) + 3Y (t) = e−t, Y (0) = Y ′(0) = 0
suponiendo que Y y sus derivadas tienen transfomada de Laplace

4. Hallar si existe el ĺımite de las siguientes funciones, en los puntos indicados:

a) f(z) =
z|z|
z

, z0 = 0

b) g(z) = g(x+ iy) =
(x+ 1)(y − 2)

(x+ 1)2 + i(y − 2)2
, g0 = −1 + 2i

5. Hallar, si existen, las regiones donde las funciones son continuas, derivables, holomorfas.
En los puntos donde sea posible, calcular su derivada:

a) f(z) = f(x+ iy) = x− 4xy2(1− i)

b) f(z) =
z + i

z4 − 1

Ejercicio 1 2 3 4 5
Cantidad de hojas
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Ejercicios 1 y 2

1. Ejercicio 1

Enunciado: estudiar la convergencia y hallar el valor principal de Cauchy
de ∫ 2

−2

1

(x− 1)(x2 − 2x+ 1)
dx.

Resolución: Primero que nada observemos que x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2. Por lo
tanto

I =

∫ 2

−2

1

(x− 1)(x2 − 2x+ 1)
dx =

∫ 2

−2

1

(x− 1)3
dx.

Ahora bien, la función f(x) =
1

(x− 1)3
es un cociente de funciones continuas: 1

(continua por ser constante) y (x− 1)3 (continua por ser polinómica). Teniendo
en cuenta que (x − 1)3 solo se anula en x = 1, podemos concluir que f(x) es
continua en R \ {1}. Entonces∫ 2

−2

1

(x− 1)3
dx =

∫ 1

−2

1

(x− 1)3
dx+

∫ 2

1

1

(x− 1)3
dx = I1 + I2.

Luego, I será convergente si y solo si I1 e I2 lo son. Comenzemos estudiando I1.
Puesto que

ĺım
x→1−

1

(x− 1)3
= −∞,

entonces I1 es una integral impropia de segunda especie. Aplicando la definición

I1 = ĺım
δ→0+

∫ 1−δ

−2

1

(x− 1)3
dx.

Cálculo Auxiliar:

∫
1

(x− 1)3
dx. Realizando el cambio de variables u = x−1,

du = dx obtenemos que∫
1

(x− 1)3
dx =

∫
1

u3
du =

−1

2u2
+ c =

−1

2(x− 1)2
+ c.
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Por lo tanto,

I1 = ĺım
δ→0+

∫ 1−δ

−2

1

(x− 1)3
dx = ĺım

δ→0+

−1

2(x− 1)2

∣∣∣∣∣
1−δ

−2

= ĺım
δ→0+

−1

2(1− δ − 1)2
− −1

2(−2− 1)2
= ĺım

δ→0+

−1

2(−δ)2
− −1

2(−3)2

= −∞.

Luego I1 diverge, y en consecuencia I también lo hace.
Ahora estudiemos el valor principal de Cauchy. Porlo estudiado previamente,

sabemos que 1/(x− 1)3 es seccionalmente continua en [−2, 1) y (1, 2] pero no lo
es en [−2, 2]. Asi, aplicando la definición de valor principal de Cauchy tenemos
que

V.P.

∫ 2

−2

1

(x− 1)(x2 − 2x+ 1)
dx = ĺım

δ→0+

∫ 1−δ

−2

1

(x− 1)3
dx+

∫ 2

1+δ

1

(x− 1)3
dx

= ĺım
δ→0+

−1

2(x− 1)2

∣∣∣∣∣
1−δ

−2

+
−1

2(x− 1)2

∣∣∣∣∣
2

1+δ

= ĺım
δ→0+

−1

2(1− δ − 1)2
− −1

2(−2− 1)2
+

−1

2(2− 1)2
− −1

2(1 + δ − 1)2

= ĺım
δ→0+

−1

2δ2
− −1

2(−3)2
+

−1

2(1)2
− −1

2(δ)2

= ĺım
δ→0+

1

18
− 1

2

= −4

9
.

Luego el valor principal de Cauchy de la integral es −4/9.

2. Ejercicio 2

Enunciado: Utilizando la función Gamma, Beta o identificando la integral
con la transformada de Laplace, calcule la siguiente integral:∫ 2

0

t3√
2− t

dt.

Resolución: podemos reescribir la integral como∫ 2

0

t3√
2− t

dt =

∫ 2

0

t3(2(1− t/2))−1/2 dt = 2−1/2

∫ 2

0

t3(1− t/2)−1/2 dt.

De esta forma, queda más en claro la similitud de la misma con la funcón Beta

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt.
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Haciendo el cambio de variables u = t/2, du = dt/2, como 0 < t < 2, entonces
0 < t/2 < 1 de donde 0 < u < 1 y por lo tanto

2−1/2

∫ 2

0

t3(1− t/2)−1/2 dt =
1√
2

∫ 1

0

(2u)3(1− u)−1/22 dt

=
16√
2
B(4, 1/2)

= 8
√
2
Γ(4)Γ(1/2)

Γ(4 + 1/2)

Usando las propiedades de la función Gamma vemos que

Γ(4) = 3! = 6.

Γ(1/2) =
√
π.

Γ(9/2) = 7
2Γ(7/2) =

35
4 Γ(5/2) = 105

8 Γ(3/2) = 105
16

√
π.

Finalmente∫ 2

0

t3√
2− t

dt = 8
√
2
Γ(4)Γ(1/2)

Γ(4 + 1/2)
= 8

√
2

6
√
π

105/16
√
π

=
256

35

√
2.
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