Observacién. El conjunto vacio estd contenido en cualquier conjunto, es decir (§ C A, para todo
conjunto A. En efecto, la implicacién “z € ) = x € A” es verdadera, pues su antecedente es falso.

Definicién 2.2 Se dice que el conjunto A es igual al conjunto B, si AC B y B C A. Lo indicamos
A=RB

La relacién de inclusion no excluye la igualdad de los conjuntos. Si A C B y ademas A # B, se
dice que A es un subconjunto propio o una parte propia de B, o que A estd contenido estrictamente
en B. Lo notaremos A C B.

Conjunto de partes de un conjunto

Dado un conjunto A, se puede considerar siempre el conjunto formado por los subconjuntos de A,
el cual recibe el nombre de conjunto de las partes de A, y se indica P(A4).

P(A) = {X : X C A}.

Observemos que P(A) nunca es vacio, pues como § C A y A C A, entonces ) y A son elementos

de P(A), es decir, € P(A) v A€ P(A).

2.2 Unién de conjuntos

Definicién 2.3 Dados dos conjuntos A y B, se llama unién de A y B, y se indica AU B, al conjunto
formado por todos los elementos que pertenecen a A o a B. En notacidn

2.3 Interseccién de conjuntos

Definicién 2.4 Dados dos conjuntos A y B, se llama interseccion de A y B, y se indica AN B, al

conjunto cuyos elementos son los elementos comunes a A y a B, es decir los elementos que pertenecen
simultineamente a los dos conjuntos.

2.4 Complemento

Definiciéon 2.7 Dados dos conjuntos A y B, tales que A C B, se llama complemento de A relativo a
B, y lo notamos CgA, al conjunto formado por todos los elementos de B que no pertenecen a A.
2.5 Diferencia

Definicion 2.8 Dados dos conjuntos A y B, se llama diferencia entre A y B, en ese orden, al conjunto
formado por los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B. Se nota A — B.

Observacion. La siguiente propiedad es muy 1til y resulta en forma inmediata de la definicién de
diferencia: A— B =ANA'.

Teorema 2.9 ACB < B'C A’



Leyes de De Morgan.
1. (AnB) =A"UB.
2. (AuB)=A'nPB.
Antes de demostrarlas, conviene tener presente que:
e r ¢ AUB significaquex ¢ A y x ¢ B.
e r ¢ AN B significaquez ¢ A o = ¢ B.

2.6 Producto cartesiano

Dados dos conjuntos A v B, y objetos cualesquiera a € A y b € B, consideraremos pares ordenados
de primera coordenada a y segunda coordenada b, que notaremos (a, b). Dos pares ordenados (a,b) y

(a’, V') son iguales siysélosia=a" yb=1.

Definicion 2.10 Dados dos conjuntos A y B, llamamos producto cartesiano de A y B, y lo notamos
A x B, al conjunto formado por todos los pares ordenados (a,b), cona € A yb € B. Es decir,

Ax B={(a,b):a€ A ybe B}.

3.1 Definiciones

Definicién 3.1 Dados dos conjuntos A y B, una relacién binaria R entre los elementos de A y los
elementos de B (0 en A x B), es un subconjunto del producto cartesiano A x B:

RCAxB.

Se escribe alth si (a,b) € R. En particular, si A = B, entonces R se llama una relacién binaria en

A.

Definicién 3.2 Dada una relacion R C A x A, diremos que R es refleriva si aRa para todo a € A.
((a,a) € R para todo a € A).

Definicién 3.3 Diremos que una relacion R C Ax A es simétrica si se verifica que: Si alRb entonces

bRa. ((a,b) € R = (b,a) € R).

Definicién 3.4 Diremos que una relacion R C A x A es antisimétrica si se verifica que:
SiaRb y bRa entonces a="hb. ((a,b) € Ry (bya) € R = a=h).
Equivalentemente: Sia # b entonces a R b o bien b R a. (a#b = (a,b) ¢ R o bien (b,a) ¢ R).

Nota: Otra expresion equivalente de la propiedad antisimétrica es la siguiente: Si a # by aRb

entonces b R a. (a#by (a,b) € R = (b,a) ¢ R).

Definicién 3.5 Diremos que una relacion R C A x A es transitiva, si se verifica que: St alRb y bRc
entonces aRe. ((a,b) e R y (b,c) e R = (a,c) € R).



| Relacion Reflexiva | Simétrica | Antisimétrica | Transitiva

0 no si si si

no si s1 s1

)}
{(a,b)} no no si s
)}

{(b,a no no si st

{(b,0)} no si si st
{(a,a),(a,b)} no no si st
{(a,a),(b,a)} no no si st
{(a,a), (b,b)} st si si st
{(a,b),(b,a)} no si 1o no
{(a,b),(b,b)} no no si st
{(b,a),(b,b)} no no si si

no si no no

si no si si

}
}

,(b,b)} si no si si
}

no s1 no no

x A si s1 no si

3.2 Relaciones de equivalencia

Definicién 3.6 Diremos que una relacion R en A es de equivalencia si es reflexiva, simétrica y
transitiva.

Particién de un conjunto

La nocién de particién de un conjunto que definiremos a continuacion, esta ligada a la propiedad
fundamental que tienen las relaciones de equivalencia.

Dado un conjunto A, diremos que una familia {4;};c; de subconjuntos de A constituye una par-
ticién de A si:

1. A; # 0, para todo i € I,
2. Sii#j entonces A;NA; =10,
3. Ujer 4i = A,

donde | J;ey Ai = {z 1z € A;, para alginie I }.
Es decir, todos los subconjuntos de la familia son no vacios, son disjuntos dos a dos y su unién es

A.



Particion inducida por una relacion de equivalencia. Clases de equivalencia

Definicién 3.7 Dada una relacion de equivalencia R definida en un conjunto A, llamaremos “clase
de equivalencia de un elemento x € A”, al conjunto de todos los elementos de A que estdn en relacion
con x. Notaremos C,,.
C,={z€ A:zRz}.
Observar que las clases de equivalencia de elementos de A son subconjuntos de A.

Propiedades de las clases de equivalencia
1. C; # 0, para todo = € A. (Ninguna clase es vacia).
2. Cz =Cy < zRy.
3. Co £C, = ConNCy =10
Teorema 3.8 Toda relacién de equivalencia definida en un conjunto A, determina una particion de

A formada por las clases de equivalencia distintas.

Conjunto cociente

Definicion 3.9 Se llama conjunto cociente al conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia
distintas determinadas por una relacion de equivalencia R definida en un conjunto A. Se nota A/R.
Relaciéon de equivalencia determinada por una particién

Vamos a ver ahora la reciproca del teorema anterior, es decir, que dada una particion de A se
puede definir una relacién de equivalencia de modo tal que las clases de equivalencia correspondientes
coincidan con los subconjuntos de la particion dada.

Teorema 3.10 Sea {4;};c; una particion de un conjunto A. Sea R la relacion definida en A por:
(r,y) € R & existei €1 tal que x € A; e y € A;. Entonces R es una relacion de equivalencia y
las clases de equivalencia correspondientes son los subconjuntos de la particion dada.

Congruencia médulo m

Un ejemplo muy importante de relacién de equivalencia es la congruencia médulo m.

Definicién 3.11 Sea Z el conjunto de los nimeros enteros y sea m € Z fijo. Dos nimeros enteros a
y b se dicen congruentes modulo m, si y solo si a — b es un multiplo de m. O sea,

a=b (modm) & a—b=k-m, conk € Z.

Por ejemplo, 10=2 (mod 4), 11 =25 (mod 2), 10=13 (mod 3), a=b (mod 0) siy sdlo
si a=b, a=b (mod1l) paratodo a,be Z.

Teorema 3.12 La relacion de congruencia para un nimero entero fijo m, definida en el conjunto de
los nmiimeros enteros, es una relacion de equivalencia.
3.3 Relaciones de orden

Definicién 3.14 Una relacion binaria R definida en un conjunto A es de orden si es refleviva, anti-
stmélrica y transitiva.

Definiciéon 4.1 Dados dos conjuntos no vacios A y B, una funcion o aplicacion de A en B es una
relacion f C A x B tal que para todo a € A, exviste uno y sélo un elemento b € B tal que (a,b) € f.



Dada una funcion f: A — B, el conjunto A se llama el dominio de f y B el codominio.

Nota. De la definicién de funcién resulta que dadas dos funciones f: A — B, ¢g: A — B, entonces
f=gsiysdlosi f(z) = g(x), para todo x € A.

Imagen e imagen completa inversa

Para cada subconjunto X C A, se llama imagen de X por f al siguiente subconjunto de B:
J(X)={yeB: existex € X :y = f(x)}.

En particular, si X = A, la imagen de f (o rango de f) es f(A) = Im(f) ={y € B : existex €
Ay =f(z)}

4.1 Funciones inyectivas, epiyectivas y biyectivas

Definicion 4.2 Diremos que una funcion f : A — B es inyectiva, o que [ es una funcion biunivoca,
st elementos distintos en A tienen imdgenes diferentes en B, esto es, si se verifica:

v#2 = f(o)# f(@),

o equivalentemente,
fla)=f@") = z=24.
Definicion 4.3 Diremos que una funcidn f: A — B es epiyectiva, suryectiva, sobreyectiva, o que f

es de A sobre B, si Imf = B, esto es, cualquiera que sea y € B, existe un x € A tal que f(z) = y.

Definicion 4.4 Diremos que una aplicacion f : A — B es biyectiva o que f es una correspondencia
biunivoca de A sobre B si [ es inyectiva y epiyectiva.

4.2 Composicion de funciones

Definicién 4.5 Sean A, B, C conjuntos y sean f : A — B y g : B — C dos funciones. Se llama
composicion de f y g a la funcidn, indicada con go f: A — C, definida por:

(go f)(x) = g(f(x)), para todo x € A.

Proposicion 4.6 Sean A, B, C, D conjuntosy f: A— B, g: B — C, h: C — D. Entonces vale

la ley asociativa siguiente:

ho(gef)=(hog)ef.

Proposicion 4.7 Sea [ : A — B una funcion. Entonces [ es biyectiva si y solo si existe una funciin
g:B—Atalquegof=14y fog=Ip.

Definicién 4.8 Dada una funcién f : A — B, se llama inversa de f a toda funcién g : B — A con
las propiedades siguientes: go f =14 y fog=Ip.
Segun el teorema anterior, una funcién posee una inversa si v solo si es biyectiva.
Proposiciéon 4.9 Si f: A — B posee una inversa, ésta es unica.
Proposiciéon 4.10 Sean las funciones f: A— B y g: B — C.

Si f y g son inyectivas  entonces go f es inyectiva.
Si f y g son epiyectivas entonces go f es epiyectiva.
St f y g son biyectivas  entonces go f es biyectiva.



4.3 Relacién de equivalencia asociada a una funcién

Una de las formas mas frecuentes de definir una relacion de equivalencia en un conjunto A que sea el
dominio de una cierta funcién f, es considerar como equivalentes los puntos de A en los que f toma
el mismo valor.

En efecto, sea dada una funcién f: A — B. Sidefinimos z ~y < f(z)= f(y), paraz,y € A,
entonces ~ es una relacion de equivalencia. La verificacion es sencilla y se deja como ejercicio.

Asi pues, toda funcién determina una relacién de equivalencia en su dominio, de la que diremos

que es asociada a la funcion.

Proposicién 4.12 Sea A un conjunto y sea R una relacion de equivalencia definida sobre A. Entonces
la aplicacion natural 7w: A — A/R es una funcién epiyectiva cuya relacion de equivalencia asociada

es IR,

Teorema 5.5 (Criterio de demostracién.)
Sea P(n) wna proposicion relativa al nimero natural n 1y supongamos que:

1. P(1) es verdadera.
2. Para todo k € N, si P(k) es verdadera, entonces P(k+ 1) es verdadera.

Entonces P(n) es verdadera para todo n € N.

Teorema 5.8 (Segunda forma del Principio de Induccién).
Sea P(n) wuna proposicion sobre el nimero natural n y supongamos que:

a) P(1) es verdadera.
b) Para todo n € N, n > 1, si P(k) es verdadera para todo k < n, entonces P(n) es verdadera.

Entonces P(n) es verdadera para todo n € N,

Teorema 5.6 N es cerrado con respecto a la suma y a la multiplicacion.
(a) Si a,be N, entonces a+beN.

(b) Si a,b€eN, entonces a-be N.

Proposicion 5.9 Si =,y € Z entonces t+y € Z, x-y € Z y x—y € 4.

T
Proposicién 5.10 Si z, y € Q entonces t+y € Q,z-y € Q, z—y € Q y — € Q(y#0).
)



Teorema 5.15 Sea a un ndmero real positivo y sea n un numero natural. Entonces exisle un dnico
nidmero positivo b tal que " = a. Se nota b= {/a, y decimos que b es la raiz n-ésima de a.

En base al teorema anterior, podemos asegurar, por ejemplo, la existencia de v/2. Vamos a probar
que V2 no es racional.
Supongamos que /2 es racional, esto es, existen niimeros enteros a y b, b # 0, tales que:

[
2=,
V2 X

S a\?2 a .
es decir, existen dos enteros a y b tales que (3) = 2. Podemos suponer que 3 ©suna fraccion

irreducible, esto es, @ y b no poseen factores comunes propios.

De lo anterior resulta a? = 2%, lo que implica que a? es par, esto es, a es par. (x)

Tenemos que a = 2¢ y entonces 4c? = 2b% es decir, 2¢? = b%. Razonando como antes obtenemos
que b? es par concluyendo que b es par. ()

(x) v (%x) contradicen la hipdtesis sobre la irreducibilidad de la fraccion %.

Definiciéon 6.1 Sean a,b € Z. Se dice que a divide a b, y escribimos a | b (con una barra
vertical), si existe k € Z tal que b=a k.

En este caso diremos también que a es un factor de b, que b es divisible por a 6 que b es
mailtiplo de a .
Si @ no divide a b escribimos a [ b.

(2) Si a|by b|c entonces a|ec.

(4) Sic|ayc|bentonces ¢|azx+by, =,y € Z.

(1) ¢|a+ b no implica que ¢ | a 6 ¢ | b. Por ejemplo, 6 |4+ 8, pero6 ) 4y6) 8.
(2) Sin embargo, si ¢ | a + b y se sabe que ¢ | a entonces ¢ | b (pues ¢ | (a + b) — a).

6.1 Algoritmo de la divisién entera

Teorema 6.2 (Algoritmo de la divisién entera). Dados dos enteros a y b, b # 0 existen
enteros q y 1, llamados respectivamente el cociente y el resto de dividir a por b, univocamente
determinados tales que:

a=b-g+7r econ 0<r< |b.

Sean a, b dos enteros, y supongamos que al menos uno de ellos es distinto de cero. Indiquemos
D(a,b) el conjunto de todos los divisores comunes de a y b, es decir,
D(a,by={ceZ:c|layc]|b}
Es claro que D(a,b) # 0, y como D(a,b) = D(a) N D(b), se tiene que D{a,b) es finito.

El mayor de todos los elementos de D(a,b) se llama el mdzimo comin divisorde a y b, vy se
nota (a,b).

Proposicién 6.3 Si a y b son enteros, b# 0 y r es el resto de dividir a por b entonces

D(a,b) = D(b,r).

Algoritmo de Euclides (Existencia del maximo comun divisor)
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Teorema 6.5 Dados a, b€ Z, b+#0, existen enteros = e y tales que (a,b) = za + yb.

Definicién 6.7 Dos enteros a y b se dicen relativamente primos o coprimos si (a,b) = 1.

Proposicién 6.8 (Euclides). Sean a,b.c € Z. Si c¢|a-b y (a,c) =1 entonces c|b.

Proposicién 6.9 Si a|n y b|n y (a,b) =1, entonces a-b|n.

Observacion. Si la ecuacidn diofantica az + by = ¢ tiene una solucién (zo, yo), entonces todas las
soluciones de esta ecuacion estan dadas por los pares de enteros (z, 1) tales que

{ T
Y
En efecto, es ficil ver que cualquier par de enteros de la forma (x) satisface la ecuacién, ya que
alrg+1t-b)+b(yg —t-a)=axg+ by =c.

zo 4+ t-b

v — t-a 0 LEZ )

Sean a y b dos enteros y notemos M(a,b) el conjunto de todos los miltiplos no negativos
comunes de @ y b. Es claro que M(a,b) = M(a) N M(b). Vamos a probar el siguiente

Teorema 6.12 Si a y b son dos enteros, entonces existe m € M(a,b) tal que si ¢ € M(a,b),
entonces m | c.

Teorema 6.16 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo nimero entero a distinto de
0,1,—1, o bien es un ndmero primo, o bien se puede escribir como £1 por un produclo de nidmeros
primos positivos. Esta representacion de un entero como producto de primos es unica, salvo el orden
de los factores.

Teorema 6.17 Sea n € Z, n>1. Si n no es primo entonces existe un primo p tal que p|n y

p<Vn.

Ejemplo. Sea a = 75 = 3! - 52, Los divisores positivos de a son: 3°-5°=1,3%.5'=5,3%.52 =
25,3'.50=3, 3'.5' =15 3'.5°=75

Sia>1, a=p-p3----j ¢+ y con d(a) notamos al nimero de los divisores positivos de a,
resulta en forma inmediata del teorema anterior que: d(a) = (e; + 1) -(ez + 1) ----- (es + 1).



Corolario 6.19 Si a=p]" -p3® - - ey b=pltople. pl, e >0, t; >0, entonces
(a, b) — p';-fﬁl . pgﬁz """ ;f!.s

Y N M. M
[a,b]:pil-p22 """ s

donde m; y M, representan, respectivamente, el menor y el mayor de los nimeros e; y t;.

Demostracion. Es inmediata. O

Ejemplo. De 280=2%.5.-7 y 693=3%.7-11 podemos escribir

280 = 23.3%.5.7.11°
693 = 20.32.5%.7.11.

Luego
(280,693) =2°.3Y.59.7.11°=7
[280,693] = 23-3%2.5.7-11 = 27720.
Teorema 6.20 Sea be N, b > 1. Para todo entero a >0, existen inicos enteros ag, ay, ..., Gy,

con 0<a; <b, 1=0,1,....,n y a, >0 tales que
a=apb™ + -+ asb® + a1b + ap.

Eseribimos a=ay... a2a1ag(p), 0 a=ap...a2a100, Sino hay riesgo de confusion. Los coeficientes
a; se llaman las cifras y b se llama la base de la representacion.

7.1 Definicién y propiedades

Definicién 7.1 Sea C =R xR el conjunto de todos los pares ordenados (a,b) de nimeros reales sobre

el cual definimos las operaciones siguientes:
1. Suma: Dados (a,b) y (¢,d) € C, (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d).
2. Producto: Dados (a,b) y (c,d) € C, (a,b) - (e,d) = (ac — bd, ad + be).

El conjunto C = {(a,b) : a, b € R}, junto con las operaciones de suma y producto definidas, recibe el
nombre de conjunto de los nimeros complejos.

(a) Suma: z+2' =(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(b) Diferencia: 2z — 2’ = (a+bi)— (c+di)=(a—c)+(b—d) i
(¢) Producto: z-2' =(a+bi)-(c+di)= (ac—bd) + (ad + bc) i

(d) Cociente: Z _otbi

!
_ 0.
2! c+di s



Definicién 7.3 Dado el nimero complejo z = (a,b)
(6 z = a+b i), llamaremos conjugado de z al nimero
complejo z = (a,—b) (6 Zz=a—Db1).

Definicion 7.4 Dado un numero complejo z = a + b 1, se llama
modulo de z al nimero real, positivo o nulo, p = Va? +b%. Lo
notaremos p = |z|.

Definicién 7.5 Dado un nimero complejo z = a + bi, z # 0, se llama argumento de z, al dngulo
formado por el semieje real positivo y el segmento OF, y a menos de un miltiplo entero de 2w,
tomandose como sentido positivo el sentido antihorario.

Si @ es el argumento de z, también seran argumento de z los angulos de la forma: a + 2kw, con
k € Z, o sea, que los valores que toma “argumento de z” son:

L, a—3-2m, a—2-2m, o — 27, o, a4+ 27, o+ 2 -2, ...

Llamaremos argumento principal de z, al argumento de z comprendido entre 0 y 2w, es decir,

que « es el argumento principal de z s1 0 < « < 27, Para indicar que « es el argumento de z,
escribiremos a = arg z.

Esta forma de escribir los niimeros complejos se llama forma polar o trigonométrica y suele
abreviarse también: z = p,.

Observando la figura resulta que:

b b
p=va>+b =|z| v tana=—, estoes, o= arctan—.
a a

z=a+bi = p-cosa+p-sena-1i
z=a+bi = p(cosa+ isen a)

Observaciones
1. El argumento de z = (0,0) no esta definido.

2. El nuimero complejo z es real positivo < su argumento principal es &« = 0. Por ejemplo,
3=3-cis 0.

3. El nimero complejo z es real negativo < su argumento principal es o« = 7. Asi, —2 =2-cis 7.

p . . . . . T, ™
4. El niimero complejo z es imaginario puro < su argumento principalesa = — 6 a=3 Oh Por

3

. LT . .
ejemplo, i = cis 5 —i = cis 5



7.2 Operaciones en forma polar

Producto de niimeros complejos en forma polar
Teorema 7.6 Siz =pcisa y 2’ = p' cis o, entonces z - 2’ = pp/cis (a + )

Cociente de nimeros complejos en forma polar

P . /
- = —cis (a—a).
2 p
Potenciacion de niimeros complejos

Teorema 7.7 Sea z € C, z = p(cosa + i sen a). Entonces para todo n € Z, es:
2" = [p(cos o + i sen a)]" = p™*(cosna + i sen na).

Radicacion de niimeros complejos

Dado un nimero complejo z y n € N, llamaremos raiz n-ésima de z a todo ntimero complejo w tal
que w" = z. Notaremos con {/z al conjunto de todas las raices n-ésimas de z.

Se plantea entonces el problema de averiguar si dado un ntimero complejo z, existe siempre alguna
raiz n-ésima de z, y se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 7.8 Dado un nimero complejo z = p cis a, yn € N, existen eractamente n raices n-ésimas

de z, que son de la forma
2k
mo= pes ST onk=0,1,2,3,...,n— L.
n

7.3 Raices de la unidad

Sea el nimero complejo z = 1. Entonces p =1y a = 0, y por lo tanto, las raices n-ésimas de 1 estan

dadas por:

g n Qk
V1 cis 0° = V1 cis —ﬂ-, conk=0,1,---,n—1.
n

Una de las raices n-ésimas de 1 es 1, que se obtiene para k = 0. Se puede observar que, si n es un
nimero par, existen dos raices reales que son +1 y —1, y si n es impar existe una sola raiz real, que es
1. Geométricamente, los afijos de las n raices n-ésimas de la unidad, son los vértices de un poligono
regular de n lados inscripto en una circunferencia de radio 1.

Raices primitivas de la unidad

Consideremos el siguiente ejemplo: las raices cuartas de la unidad son 1, 7, —1 y —i. De estas
cuatro raices se observa que dos de ellas, 1 y —1, son tales que elevandolas a exponentes naturales
menores que 4 también se obtiene la unidad. Por ejemplo: 1' =1, 12 =1, 1> =1, (-1)?2 = 1.

Sin embargo, las otras dos raices, ¢ y —i, son tales que el menor exponente natural al cual hay
que elevarlas para obtener la unidad es 4, ya que: i* =i, i® = —1, i® = —i, ' = 1 y (=)} = —i,
(—i)2 = -1, (=)} =i, (-i)* =1

Esta clasificacion de las raices cuartas de 1 nos lleva a la siguiente definicidon.



Definicién 7.10 Se llaman raices primitivas de n-ésimo orden de la unidad, a aquellas raices n-
éstmas de la unidad que no son raices de la unidad de un orden menor que n. Es decir, si € es una

raiz primitiva de n-é€simo orden de la unidad, entonces €* = 1 y no existe k € N tal que k < n y
k
e’ =1.

Teorema 7.11 Las raices n-ésimas primitivas de la unidad se obtienen dando a k en la formula

2km 2km

U = Ccos — +1sen —
n n

valores relativamente primos con n y menores que n.

Teorema 7.12 Sea u una raiz n-ésima de 1. u es una raiz n-ésima primitiva si y sélo si u®, u, 2, ..., v}
son todas las raices n-ésimas de 1.

Definicién 8.4 Se llama grado de un polinomio no nulo f(X), y se nota gr f(X), al mayor indice i
tal que a; # 0.

Al polinomio nulo no se le atribuye grado.

Si gr f(X) = n, diremos que a, X" es el término principal de f(X), vy que a, es el coeficiente
principal.  f(X) se dice ménico si a,, = 1.

Para el grado del producto de dos polinomios, vale la siguiente propiedad, para f(X) # 0y
9(X) #0:

gr (f(X) - g(X)) = gr f(X)+ gr g(X).
Observacion. Los unicos polinomios inversibles con respecto a la multiplicacién son las constantes

no nulas. En efecto, si un polinomio f(X) tiene inverso g(X), es decir, si f(X)-g(X) =1, entonces
gr f(X)+grg(X)=0,dedonde gr f(X)=grg(X) =0,y porlo tanto, f(X)y g(X) son constantes

no nulas.

Teorema 8.5 (Algoritmo de la divisién). Dados dos polinomios f(X) y g(X) € K[X], con g(X)
no nulo, ezxisten dos inicos polinomios q(X) yr(X) € K[X)], llamados cociente y resto respectivamente

de dividir f(X) por g(X), tal que f(X) = q(X)g(X) + r(X), donde gr r(X) < gr g(X) ¢ r(X) = 0.

Definicién 8.6 Dados dos polinomios f(X),g(X) € K[X], se dice que f(X) divide a g(X) si existe
un polinomio h(X) € K[X] tal que g(X) = h(X) - f(X). Se escribe f|g.

Definicién 8.7 Dados dos polinomios f = f(X) y g = g(X), un polinomio d = d(X) se llama un
mdzimo comin divisor de f(X) y g(X) si se verifica que:

1.d|f ydlg.

2. Si d'(X) es un polinomio tal que d'|f y d'|g, entonces d'|d.

Notaremos d = (f, g).

Sid(X)y d'(X) son dos m.c.d. de f(X) y g(X), por la propiedad 8, d(X) y d'(X) difieren en una

constante. Si se considera el m.c.d. moénico, entonces el m.c.d. es winico.

Anilogamente a lo que sucede en Z, es posible aplicar el algoritmo de Euclides para calcular el
mdximo comun divisor de dos polinomios f(X) y g(X).

Definicién 8.8 Un polinomio no constante f(X) € K[X] se dice irreducible o primo en K[X] si no
se puede expresar como producto de dos polinomios no constantes de K[X]. (Equivalentemente, si
los 1inicos divisores de f(X) en K[X] son las constantes no nulas y los polinomios k- f(X), k € K,

k#0.)



Definicién 8.9 Dos polinomios f(X) y g(X) se dicen relativamente primos si (f,g) = 1.

Mencionemos los siguientes resultados fundamentales cuya demostracion omitimos, pues es igual
a la vista en Z:

Sean f(X), g(X) y h(X) € K[X]. Entonces:

1. Si flg-hy (f.g) =1, entonces flh.
En particular, si f|g-h y f es irreducible, entonces f|g 6 f|h.

2. 81 flh. glh ¥y (f,g) = 1, entonces f - g|h.

Teorema 8.10 (El Teorema Fundamental de la Aritmética en K[X]). Todo elemento f(X) €
K[X] no constante, puede escribirse en la forma:

f:k.pil.pEQ.....pzs,

donde k € K, p; son polinomios irreducibles monicos distintos en K[X| y e; € N. Esta factorizacion

es unica salvo el orden de los factores.

Teorema 8.11 (Teorema del resto, o Teorema de Bézout). El resto de dividir un polinomio
f(X) por otro de la forma X —a es f(a), es decir, es el valor del polinomzio en a.

Teorema 8.18 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio no constante con coefi-
cientes en C, tiene por lo menos una raiz en C.

Corolario 8.19 Los inicos polinomios irreducibles en C[X| son los de primer grado.

Teorema 8.20 Si z es una raiz compleja de un polinomio f(X) con coeficientes reales, entonces
Z también es raiz de f(X). Ademds, z y Z tienen el mismo orden de multiplicidad.

Corolario 8.21 En R[X], los tinicos polinomios irreducibles son los de grado 1 y los de sequndo grado
de la forma a(X? +bX +¢), con b? — de < 0.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la observacion anterior. O

Corolario 8.22 Todo polinomio con cocficientes reales de grado impar tiene por lo menos una raiz

real.

Teorema 8.23 (Regla de Laguerre-Thibault.) Sea f(X) = @, X" + an1 X" + -+ + a1 X + aq,
a; € R, con an > 0. Si al dividir f(X) por X — a, con a > 0, todos los coeficientes del cociente, y el
resto, son no negativos, entonces a es una cota superior de las raices reales de f(X).

2. Nuamero de las raices reales positivas y negativas de un polinomio con coeficientes
reales

Daremos sin demostracién la siguiente:
Regla de Descartes. El ntimero de raices reales positivas de un polinomio f(X') con coeficientes reales,

contadas tantas veces como su orden de multiplicidad, es menor o igual que el niimero de variaciones

de signo de los coeficientes de f(X), y difiere del mismo en un nimero par.
Lo mismo vale para el nimero de raices reales negativas: es menor o igual que el nimero de

variaciones de signo de los coeficientes de f(—X) y difiere del mismo en un nimero par.
Ejemplo. Hallar el nimero de raices reales positivas y negativas de
f(X)=X*-3x3-5X24+7X -3.

Como en los coeficientes de f(X) hay tres variaciones de signo, el nimero de raices reales positivas de

f(X)es361.
Por otro lado, f(—X) = X*+3X® —5X? — 7X — 3, y este polinomio tiene una sola variacién de

signo en sus coeficientes. Entonces el niimero de raices reales negativas es 1.



3.

Raices racionales de un polinomio con coeficientes racionales.

| 1
Consideremos la siguiente ecuacién: 2X?3 + §X2 + EX +2=0.
Si la multiplicamos por el m.c.m. de los denominadores, o sea, por 6, es: 12X3+4+3X%24+2X+12 =0,

que es una ecuacion con coeficientes enteros que tiene las mismas raices que la anterior. Es decir,
cuando tenemos un polinomio con coeficientes racionales, lo podemos transformar en un polinomio con

CO!

eficientes enteros que tiene las mismas raices, multiplicindolo por el m.c.m. de los denominadores.

Teorema 8.24 (de Gauss). Si un nidmero racional }—), con p y q relativamente primos, es raiz de un
q

polinomio f(X) = an X"+ an_1 X" 1 +---+a1X +ag con coeficientes enteros, entonces plag y q|ay.

En

resumen: Dado un polinomio no constante f(X), el procedimiento para hallar las raices de f(X)

es el siguiente:

1

2

3.

. Se acotan las raices reales.
. Se determina el ntimero de raices reales positivas y negativas.

Se determinan las raices racionales.

4. Una vez determinada una raiz de f(X), se analiza su orden de multiplicidad y se obtiene un

polinomio de menor grado que f(X) cuyas raices son también raices de f(X).

El Teorema de Bolzano-Weierstrass.

El siguiente teorema juega un papel importante en la localizacién de las raices de un polinomio

con coeficientes reales.

Teorema 8.25 (Bolzano-Weierstrass). Sea f(X) € R[X] y sean a,b € R, a < b. St f(b) y f(a) son

n

4.

5

o nulos y tienen diferente signo, entonces existe un nimero ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Criterio de divisibilidad por 11. Un numero entero es miltiplo de 11 si la suma algebraica
alternada de sus cifras es multiplo de 11.
Escribamos

4= Apln_1...a100 = apl0" 4+ ap_110" "1 + ... 4+ 110 + ag

Criterio de divisibilidad por 3. Un numero entero es miiltiplo de 3 si la suma de sus cifras
es miiltiplo de 3.
Escribamos

a4 = Anln_1 ...a1a0 = apl0" + apn_110" "1+ ...+ 4110 + ag

=an(9+ 1" +ap1(9+ )"+ .+ a9+ 1) +ap

n n—1

N\ ok n—1\ 1.k .k

Zang (k)g k'lk-‘-an_]_E ( i )9 1 k-1k+...+a1(9+1)+ag.
k=0 k=0



10 Sistemas de ecuaciones lineales, matrices y determinantes

10.1 Matrices

Una matriz m x n (o de orden m x n) es un cuadro de ntimeros con m filas (horizontales) y n
columnas (verticales):

ar a2 e Aln

azy aze o Qop
A= ) . ]

aml Om2 - - Omn

Definiciéon 10.1 La suma de dos matrices A y B de orden m xn es otra matriz m x n que se obtiene
sumando los elementos correspondientes de A y B. En simbolos, si A = (a;;) y B = (bij), entonces

A+ B = (az) + (bij) = (aij + bij).
Propiedades

Sean A, B, C matrices m x n. Entonces :
(S1) (A+B)+C=A+(B+C).
(S2) A+ B=B+A.

(S3) La matriz de orden m xn, 0= | : : : estalque 0+ A=A+0=A para toda

matriz de orden m x n A.

Definicién 10.2 El producto de un nimero real k y la matriz A es la matriz k- A que se obtiene
multiplicando por el nimero k cada uno de los elementos de A. En simbolos,

k-A=k-(ay) = (kai;).

Propiedades

Sean A, B matrices de orden m X n y A, X niimeros complejos. Entonces:
(1) A-(A+B)=X-A+)X-B.

(2) A+XN)-A=X-A4+ )N A

3) AXN)-A=X-(\-A).

(4)

4) 1-A=A.

Definicién 10.3 Sea A una matriz m x n, y sea B una matriz n x p. El producto de A y B es la
matriz A - B de orden m X p definida por:

A - B = (ci),
Propiedades Siempre que el producto pueda efectuarse, se verifican
(M) A-(B-C)=(A-B)-C.
(M) A-(B+C)=A-B+A-C, (B+C)-A=B-A+C-A

(M3) Se llama matriz identidad de orden n a una matriz n x n en la que a;; = 1 paratodo i, 1 <i < n,
yay; =0sli#j. Senotalé 1.



Propiedades
(1) (AT)? = A,
(2) (A+B)T = AT + BT.
(3) (A-A)T=x-4T; xeC.
(4) (A-B)T = BT - AT, si el producto A - B estd definido.

10.2 Matrices y sistemas de ecuaciones

Consideremos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas:

{asr;—l-by e

cx + dy = f

(El nombre de lineales, que también se utiliza para mayor nimero de incégnitas, se debe a que las
ecuaciones del tipo ax + by = e se representan en el plano por una recta.)

Un par ordenado de nimeros (zo, o) se llama solucidn del sistema si al reemplazar = por zg e y
por yp se satisfacen ambas ecuaciones. Geométricamente, esto sucede cuando el punto (zg,yg) es el
punto de interseccion de las rectas ry y o2, de ecuacién ax + by = e v ex + dy = f, respectivamente.

Hay tres posibilidades para el conjunto de soluciones:

1. Puede ser vacio, es decir, las rectas r; y r2 no se cortan. Decimos entonces que el sistema es

incompatible.

2. Tiene exactamente un punto. Geométricamente significa que las rectas se cortan. Decimos que
el sistema es compatible determinado.

3. Contiene infinitos puntos, es decir, r; y 72 son coincidentes. En este caso decimos que el sistema
es compatible indeterminado.

1. Intercambiar dos filas de la matriz.
2. Reemplazar una fila por la que se obtiene al multiplicarla por un ntmero distinto de cero.

3. Reemplazar una fila por la que se obtiene al sumarle a esa fila otra fila previamente multiplicada

por un numero.

Estas operaciones elementales transforman la matriz del sistema en otra matriz que corresponde

a un sistema de ecuaciones equivalente al dado.

La aplicacién de las operaciones elementales tiene por objetivo obtener una matriz que tenga:
e Ceros debajo de la diagonal principal.
e Unos en la diagonal principal (eventualmente puede aparecer algin cero).

10.3 Determinantes

Determinantes de segundo y tercer orden

. ainl a12 .
Dada una matriz cuadrada de 2 x 2, A = ( ) , el valor de su determinante se define como
a1 @22

det A = |A| = ay1a22 — aiza.



Consideremos ahora una matriz cuadrada de tercer orden
ap; ajg ag
A=| a1 a2 a3
azy az2 ass
Entonces el determinante de A se define como
det A = \A| = 11022033 + @12a23031 + 013021032 — 313022031 — 011023032 — 012021033

donde cada término consta de un producto de tres factores, uno de cada fila y uno de cada columna.
Si a cada término le asociamos la permutacién ¢ de {1,2,3} determinada por los subindices (por

. S . 1 2 3 . L, .
ejemplo, al término ajjassass le asociamos o = ( 13 2 entonces se asigna a ese término el signo

(=1)%, donde s es el nimero de inversiones de la permutacién o.

Definicion 10.4 Se llama determinante de la matriz cuadrada A a la suma de los n! productos de la
forma (—1)*a1a,02q, * * * Gna,, - Se nota det A o |Al.

det A= |A| = Z(—l)samlaga2 C lng, -

det A se dice un determinante de orden n.

Propiedad 10.5 El determinante de una matriz coincide con el determinante de su traspuesta. Es
decir, det A =det AT.

Propiedad 10.6 Si una de las columnas de la matriz A estd constituida por ceros, entonces det A = 0.

Propiedad 10.7 Si A’ es la matriz que se obtiene de la matriz A intercambiando dos columnas,
entonces det A’ = —det A.

Propiedad 10.8 Si A es una matriz con dos columnas iguales, entonces det A = 0.

Propiedad 10.9 Si A es la matriz que se obtiene multiplicando todos los elementos de una columna
de la matriz A por un nimero k, entonces det A’ = k - det A.

Propiedad 10.10 Si A es una matriz que tiene dos columnas proporcionales, entonces det A = 0.

Propiedad 10.11 Si A = (a;j) y la columna r-ésima se puede expresar a; = by + ¢, 1 <4 < m,
entonces det A = det B 4 det C donde B y C coinciden con A salvo en la columna r-ésima, en la
que B tiene los elementos by, y C tiene los elementos ¢;p, 1 <1i < n.

Propiedad 10.12 Si en una matriz A una columna es combinacion lineal de otras, entonces det A =
0.

Propiedad 10.13 Si A’ es la matriz que se obtiene al sumar a una columna de una matriz A una
combinacidn lineal de otras columnas de A, entonces det A’ = det A.

Calculo de determinantes

De las propiedades anteriores resulta que si se pasa de una matriz A a otra matriz por medio de
una operacion elemental, entonces

(I) El determinante cambia de signo si se intercambian dos columnas (filas).



(IT) El determinante queda multiplicado por un escalar no nulo si se reemplaza una columna (fila)
por un multiplo no nulo de esa columna (fila).

(I1I) El determinante no varia si a una columna (fila) se le suma un multiplo de otra.

Por consiguiente, un método para calcular el determinante de una matriz A consiste en transformar
A en una matriz A’ triangular, cuyo determinante es de célculo inmediato. Segun lo anterior, det A
y det A’ diferirdn a lo sumo en un escalar.

Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea (fila o columna).

Dada una matriz A = (a;;) se llama menor complementario del elemento a;; y se nota M;;
al determinante de la matriz que se obtiene a partir de A suprimiendo la i-ésima fila y la j-ésima
columna.

Se llama complemento algebraico o cofactor del elemento a;; de A al nimero (—1)itd. M;;.

Lema 10.14 Sea a;; un elemento cualquiera de una matriz cuadrada A. Si en D = det A agrupamos
todos los términos que contienen a a;; y escribimos D = a5 - A;; + (términos que no contienen a a;j),
entonces A;; es el complemento algebraico del elemento a;;, esto es A;j = (—l)i"'j - M;;.

Teorema 10.15 El determinante de una matriz A = (a;;) es igual a la suma de los elementos de una
linea (fila o columna) multiplicados cada uno de ellos por sus respectivos complementos algebraicos.

Corolario 10.16 St A = (a;;) , la suma de los elementos de una fila (columna) multiplicados cada
uno de ellos por los complementos algebraicos de los elementos correspondientes de otra fila (columna)
distinta es cero.

Es decir, as1-An +as2-Aip+- -+ an-Am =0y a1s-Arp+ass- A+ -+ ans- A =0,81 s#t.
Propiedad 10.17 Si A es una matriz de ordenn y o esun nimero entonces det (a-A) = o™ det A.

Propiedad 10.18 El determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes de
cada una de ellas, es decir, si A y B son matrices cuadradas del mismo orden, entonces det (A-B) =
det A-det B.

Matriz Inversa

Si A es una matriz de orden n 7y si existe una matriz B tal que A-B=B-A=1,, donde I,
es la matriz unidad de orden n, entonces A se dice inversible y B se llama la inversa de A.

Es facil ver que si existe una matriz B en esas condiciones, es tinica. Se escribe B = A~L

2

9 1) no existe ninguna matriz B tal que

No toda matriz tiene inversa. Por ejemplo, si A = (
A-B=B-A=1,.
Definicién 10.19 Si A = (ai;) es una matriz de orden n, definimos la matriz adjunta de A, y la

notamos AdjA, de la siguiente manera: AdjA = (Aj;) donde A;j es el complemento algebraico del
elemento a;j.

An A - A
A= | e
Anl Anl Ann

Teorema 10.20 Sea A una matriz de orden n. Entonces A es inversible si y sélo si det A # 0. En
ese caso,
(Adj A)"

-1
A7 = det A



10.4 Caracteristica de una matriz

Sea A = (ai;) una matriz n x m. Una submatriz de A es una matriz construida tomando la interseccién
de ciertas filas y columnas de A. Por ejemplo,

1 -1
=13 es una submatriz de 3 0
4 -1 2 4 -1

L B e ]

3
4
2
Se llama menor de A de orden k al determinante de cualquier submatriz B de A de orden k x k.

Definicién 10.21 La CARACTERISTICA (0 RANGO) de una matriz A n x m es el nimero entero k
= Car A definido por la siguiente condicién: existe un menor de A de orden k no nulo, y no existe
ningiin menor de A de orden mayor que k no nulo. La matriz de un tal menor de orden k se llama
submatriz principal. También el menor se llama principal.

Observacion. Si en la matriz A hay un menor de orden k no nulo y todos los menores de orden
k + 1 son nulos, entonces Car A = k. En efecto, cualquier menor de orden k + 2 seréd también cero
(desarrollarlo por los elementos de una fila o columna). De la misma manera, los menores de orden
k+3, k+4,...son nulos.

Sea A una matriz de orden n x m. Siindicamos con C4, Cs,...,C,, las columnas de A, diremos
que la columna C; es combinacién lineal de las columnas C; y Cy, con 1 < j k < m, siexisten
nimeros a, 3 tales que C; = a- C; + (- Cg. En forma andloga se define una combinacién lineal
de un niimero cualquiera de columnas, y una combinacién lineal de dos o mas filas.

Lema 10.22 Sea A = (a;j) una matriz de orden n. Si Car A =n — 1, entonces una columna (fila)
de A es combinacion lineal de las columnas (filas) de una submatriz principal cualquiera de A.

Proposicién 10.23 Todas las columnas (filas) de una matriz n x m son combinacion lineal de las
columnas (filas) de una submatriz principal.

Proposicién 10.24 Sea A una matriz y sea B la matriz obtenida de A al sumar a una fila (columna)
de A una combinacion lineal de las demds. Sean iy,i9,...,9 Y j1, ]2, - - -, jr filas y columnas respecti-
vamente de una matriz principal de A. Entonces i1,i2,...,1, Y j1,72,---,jk Son filas y columnas de
una matriz principal de B. En particular, A y B tienen la misma caracteristica.

2. Primeras operaciones algebraicas

La suma y el producto por escalares en R? y R? se definen en forma similar a lo que hicimos
con matrices, es decir, componente a componente. Por ejemplo, con esas definiciones tendriamos

n (1, 3] + (—1_, ?J = (U._, 10)
» a(l+p,q.r?) =(a+ap,agar?)sia € R
m_.etc

Tienen las mismas propiedades que las respectivas operaciones de matrices, por ejemplo, las
que nos permiten escribir (o + 8)(z,y, 2) = a(z,y, z) + Bz, y, 2).

Definimos la suma de vectores (pensados como flechas) con la llamada regla del parale-
logramo, como sigue. Para sumar los vectores a = (ay,az,a3) v b = (b, ba, bs) consideramos el
paralelogramo que tiene a y b como lados adyacentes (ver figura 1). La suma a + b se define
como el vector que va a lo largo de la diagonal.



El producto de un escalar por un vector también tiene una descripeién geométrica. Si
A (lambda) es un escalar (es decir, un mimero real) y a es un vector, se define Aa como sigue:

s Si A > 0, entonces Aa tiene la misma direccién y sentido que a, pero su longitud se
multiplica por A.

» Si A < 0, entonces Aa tiene sentido opuesto al de a, y su longitud se multiplica por ||
(por ejemplo, —2a medird el doble que a).

= Si A =10, entonces Aa = 0.

A decir verdad, si a = 0 la descripcién anterior no se puede aplicar literalmente (porque no
se le asigna direccién ni sentido), pero simplemente es AQ = 0 para todo A € R.

Definimos a los vectores, también llamados vectares libres, como segmentos dirigidos en
el plano o en el espacio (a diferencia de antes, no pedimos que partan del origen). Aquellos
segmentos que se pueden obtener uno de otro mediante traslaciones paralelas (sin rotaciones)
se consideran como el mismo vector.

5. Modulo

El médulo de un vector a es su longitud. Se denota ||a||, v es un nimero real no negativo.
Puede dar 0, pero sélo en el caso de que a sea el vector nulo.

En el plano, si a = (a;,a3), usando el teorema de Pitdgoras se tiene ||a]| = y/a? + a2. En
el espacio, si a = (ai,as,a3) entonces |la|| = y/a + a3 + a3. En realidad estas férmulas son
validas si elegimos ejes que sean perpendiculares entre si y con la misma unidad de medida,
quedando el médulo expresado en esa misma unidad de medida. Existen situaciones donde esto
no es asi.

Observemos, de la definicién de producto por un escalar, que ||Aal| = |A| ||a]]. Es decir, los
escalares “salen” del médulo, pero en valor absoluto.

Un vector de médulo 1 recibe el nombre de vector unitario. Notemos que podemos “trans-
formar” cualquier vector no nulo en uno unitario dividiéndolo por su médulo. Esto es, si a # 0,
entonces a/||a|| tiene la misma direccién y sentido que a, y médulo 1. Este proceso se llama
normalizar el vector a.

6. Base standard de vectores

Una vez elegido un sistema de coordenadas, es conveniente definir tres vectores particulares
a lo largo de los ejes x, y, z:

i=(1,0,0)
j=1(0,1,0)
k = (0,0,1)

Estos forman la llamada base standard de vectores (figura 3). También se los denota a veces ey,
€2, e3. En el plano, tendremos una componente menos y un vector menos: i = (1,0), j = (0,1).



7. Producto escalar

Dados dos vectores a = (ay,az2,a3) v b = (by, b, b3) se define una nueva operacién llamada
producto escalar mediante
a-b=ab + asby + aszbs.

El resultado es un mimero real (un escalar). A veces a esta operacién se la llama producto
interno o producto punto. Una notacién alternativa es (a,b) en vez de a - b. Observemos que
hay una similitud con las operaciones que realizamos entre filas v columnas al calcular producto
de matrices.

Para vectores en el plano, la operacién es similar solo que sin el término final.

8. Producto vectorial

Se define wnicamente para vectores en el espacio (no en el plano), y se caleula asi. Si
a = (ay,as,a3) y b= (b, by, b3) su producto vectorial es

a x b = (&-‘gbg — !'1-352.. !’1-351 — albg_, albg — agbl).

El resultado es un vector. A esta operacion se la llama también producto cruz. A veces van a
ver la notacién a A b en vez de a x b. Sin embargo, no la usaremos ya que la notaciéon a A b se
usa habitualmente en fisica v matemadtica para denotar otro tipo de objeto llamado bivector,
que si bien tiene similitudes con el producto vectorial, no es lo mismo.

Hay una forma mas facil de recordar las operaciones, que es calcular la signiente expresién
como si fuera un determinante, desarrollando por la primera fila:

i j ok
axb=|a a a3 = {!‘I-gbg - agbg)i + {agbl - !‘I-lb::;:]j + {ﬂ.lbg - !‘I-le)k.
by by bs

Interpretacién geométrica Si alguno de los vectores es 0, el producto vectorial da 0. Si nin-
guno es 0, el resultado de caleular el producto vectorial a x b se puede describir geométricamente
como un vector que cumple las siguientes condiciones, que enunciaremos sin demostracién:

1. Es perpendicular a los dos vectores a y b.

2. Su médulo es ||al| ||b]| |sen #], donde 6 es el dngulo que forman a y b.

9. Proyeccion ortogonal

Es importante en muchas aplicaciones el cilculo de la proyeccién ortogonal de un vector a
sobre otro b # 0. Geométricamente lo que hacemos es ubicar los dos vectores con un origen
comin y trazar un eje conteniendo al vector b (figura 6). El sentido positivo del eje es el dado
por el propio vector b. Trazamos una linea perpendicular a ese eje, que pase por el extremo de
a. Dicha linea corta al eje en un punto, que nos proporciona una “lectura” de un valor numérico
(positivo, negativo o () sobre el eje. Ese valor numeérico es la proyeccién ortogonal de a sobre
b, v se denota proyy, a. Se tienen las siguientes férmulas:

proy, a = ||a|| cosd
a-b

proypa = ——-

[b]]



10. Producto mixto o producto triple

Hay una operacién entre tres vectores que combina un producto escalar con un producto
vectorial. Por su importancia, recibe una denominacién propia, que es la de producto mixto o
triple. El producto mixto de tres vectores en el espacio a, b y ¢ (en ese orden) es (a x b) - c.
Una forma facil de hacer esta operacién, sin necesidad de hacer las dos operaciones en forma
sucesiva, es poner a, b y ¢ como filas en un determinante de 3 x 3:

] az dag
(EIXb)'C= bl bg bg.
1 Cy (3

11. Bases

En el plano, una base ordenada (o simplemente base) estd formada por dos vectores no
nulos v no paralelos, dados en un orden concreto. La escribimos con notacién de conjuntos, por
ejemplo,

B ={(1,2),(0,1)},

pero entendiendo que interesa el orden en que estian dados: hay un primer v un segundo vector.
En la figura 8, los vectores a ¥ b forman una base en los casos que corresponden a d > 0y
d < 0.

En el espacio, una base ordenada estara formada por tres vectores no nulos ¥ no coplanares.
En la figura 7, los vectores a, b v ¢ forman una base en el primer y tercer caso, pero no en el
segundo.

Tanto en el plano como en el espacio, se puede saber si ciertos vectores dados forman una
base si:

1. La cantidad de vectores es correcta (2 en el plano, 3 en el espacio)

2. El determinante formado poniendo los vectores como filas de una matriz (de 2x203x 3
respectivamente) es distinto de 0.

11.1. Combinaciones lineales

Una caracterfstica fundamental de las bases es que todo vector se puede escribir como combi-
nacion lineal de los vectores de una base, y ademds en forma inica. Es decir, si B = {by, by, b3},
entonces todo vector v del espacio puede escribirse como

v = MAby + Aaba 4 Asbs

12. Ecuacion paramétrica de la recta

En el espacio, sea F; un punto y d (o JL) un vector no nulo (en breve veremos por qué
lo designamos asf). Consideremos la recta que pasa por Fy y tiene la misma direccién que dy,
(figura 10).

Llamemos L a dicha recta' (observemos que L es un conjunto de puntos). Llamemos
(o, Yo, 20) a las coordenadas de Py y (uy,us,u3) a las componentes de d;. Entonces la rec-
ta L tiene la siguiente ecuacién:

T =xH+ Auy
L: y=y0+)\.?i-g /\ER
z=zp+ Auz



13. Ecuacion del plano en el espacio

En el espacio, podemos describir un plano (es usual llamarlo 7 por ejemplo?) a partir de
un punto del mismo (es decir, de F; € 7) y un vector no nulo n, (o 7i,) , que llamamos vector

normal a 7. Este vector serd perpendicular al plano 7. En este contexto, la palabra “normal”
significa “perpendicular”. Si n; = (a,b,c) entonces la ecuacién del plano (también llamada

ecuacion implicita del plano) es

mrar+by+cz+d=0,

10 - Transformaciones lineales

Una transformacion lineal de V en W es una funci'on T : V - W (en este contexto
llamaremos habitualmente T a dicha funci’on) que verifica las siguientes propiedades:

e Tu+v)=T(u) + T(v) paratodou €V ,vEV;

e T(Au) =AT(u) paratodou €V ,A €ER

Una combinacion lineal de los vectores vi,vs,.... v, € V es una expresion de la forma

AV + Aava 4 -+ ALV,

T(Mvy+ Xava+ -+ A v,) = MT(vy) + X T(va) + - - + AT (v,)

A veces abreviamos TL (transformacion lineal) y CL (combinacion lineal).

11 - Autovalores y autovectores

Un autovector de T es un vector (no nulo!) tal que al aplicarle T se ve multiplicado por
algun numero A.

Un autovector de T es un vector v € V , no nulo, tal que T(v) = Av para algun A € R.

Un autovalor de un gperador lineal son los vectores no nulos que, cuando son
transformados por el operador, dan lugar a un multiplo escalar de si mismos, con lo que

no cambian su direccion.



1. Definicion e interpretacion geométrica

En estas notas, nos centraremos en estudiar el caso en que V es alguno de los espacios
vectoriales R?, R?, (o R" en general), Es, E3. La teorfa se podria desarrollar sin cambios para
cualquier espacio vectorial, aunque no lo haremos (ver el principio de las notas de transforma-
ciones lineales).

Sea T: V' — V una transformacion lineal (observemos que en este contexto dominio y
codominio deben ser el mismo conjunto). Un autovector de T' es un vector v € V, no nulo, tal
que

T(v)=Av

para algin A € R. Dicho nimero A se llama un autovalor de T, asociado al autovector v.
En otras palabras, un autovector de T' es un vector (no nulo!) tal que al aplicarle 7" se ve
multiplicado por algiin niimero A.

Proposicion 1. Sea T: V — V una TL, y sea v € V un autovector de T asociade al autovalor
A. Entonces, para cualquier « € R, a # 0, el vector av también serd un autovector de T
asociado al mismo A.

Demostracion. Que v sea autovector asociado a A significa v # 0 y T(v) = Av. Como ademads
a # 0, resulta av # 0. Aplicando 7" obtenemos T'(av) = o' (v) = aAv = A(av). Entonces av
es autovector de 7" asociado a A. ]

Proposicién 2. El sistema de ecuaciones (3) (o equivalentemente, (2)) es compatible indeter-
minado si y solo si la matriz de coeficientes tiene determinante 0; es decir,

det([T)e — AL,) = 0.

(No demostraremos esta proposicion.)

Debemos entonces encontrar los A € R tales que det([T]¢c — Al,,) = 0. Después, para cada
uno de estos A, resolvemos el sistema lineal para hallar los autovectores. Esto se detalla a
continuacion.

La forma de calculo Primero se hallaran los autovalores y luego los autovectores asociados
a cada uno.

1. Consideremos [T]¢ — A, (es sélo restar A a lo largo de la diagonal) y calculemos su
determinante. En el resultado aparecerda A. Concretamente, quedard un polinomio en A



de grado n, que recibe el nombre de polinomio caracteristico de T'. Por ejemplo, tomemos
una transformacién lineal 7': R? — R? cuya matriz sea

2 -1
Entonces
det([T)e — M) = 2__3“\ :)1\ =\ —-2\-3

2. Queremos encontrar los valores de A que hagan que este determinante sea 0. En otras
palabras, estamos buscando las raices reales de este polinomio®. Estas raices seran los
autovalores de T'. Igual que con raices de polinomios, podemos hablar de autovalores
simples, dobles, etc. Tenemos a nuestra disposicion todas las técnicas de calculo de raices.

En nuestro ejemplo, las raices de este polinomio cuadratico son \; = -1y A, = 3.

3. Para cada autovalor hallado, buscamos soluciones no triviales (distintas al vector nulo)
del sistema de ecuaciones lineales (3) (o equivalentemente, (2)). En ese sistema, debemos
reemplazar A por el autovalor que estemos analizando. En nuestro ejemplo tenemos lo

siguiente.
a) Para A\, = —1:

2—(-1) -1 z| |0

-3 (=1 ly| |0

3z—y=0

—3r+y=0

Esto significa

El conjunto de soluciones de este sistema es S = {(z,3z) € R?: z € R}. Cualquier
elemento no nulo de este conjunto serd un autovector de T asociado al autovalor —1.
Si quisiéramos mostrar algin autovector concreto, podemos obtener una solucién
particular asignando a x algiin valor (que no produzca la solucion nula), por ejemplo,
x = 1. Asi obtenemos el autovector v; = (1, 3).

En vez de S, es habitual en este contexto denotar al conjunto de soluciones como V_j,
que se llama el autoespacio asociado al autovalor —1. Observemos que el autoespacio
estd formado por todos los autovectores asociados a —1, incorporando ademas al
vector (0,0) (que, reiteramos, no es un autovector).

2-3 —1][2] [0
-3 =3| |yl |0
—r—y=0
—3r—3y=0

b) Para \; = 3:

Esto significa

Va = {(z,—z) € R*: v € R}
Un autovector concreto es por ejemplo vp = (1, —1).
Observemos que siempre el sistema lineal a resolver queda compatible indeterminado. Preci-

samente, los valores de A se hallaron buscando que asi sea. Si al resolver obtuviéramos que la
linica solucidn es que todas las incognitas valgan 0, eso indicaria que hay algiin error de cuentas.



Proposicion 3. Sea T: V — V una TL, y sean vy, ...,v, € V autovectores de T asociados al
mismo autovalor A. Entonces toda combinacion lineal u de vy, ..., vy pertenece al autoespacio
V. Siu # 0, entonces u es un autovector de T' asociado a A.

Demostracion. Por hipétesis, T'(v1) = Avy, ..., T(vk) = Avg. Si consideramos una combina-
cion lineal u = a3 vy + -+ - + ag vy, entonces, por ser 7' una transformacion lineal, tenemos

T)=a1T(vi)+ -+ T (v)
QIAV] + - 4 oAy
AMagvy + -+ agpvy)

= Au,

t

y asi u € V). Si ademads u # 0, esto completa las condiciones para que u sea un autovector con
autovalor A. O

Comentario. La proposicion anterior dice que los autoespacios son cerrados por combinaciones
lineales (al hacer cualquier CL de elementos de V) el resultado queda en V). Un conjunto con
esta propiedad recibe el nombre de subespacio vectorial (del espacio vectorial original V). Asi,
todo autoespacio de 7': V' — V' es un subespacio vectorial de V.

Bases

Definicion 1. Una base de un espacio vectorial V' es un subconjunto B C V tal que todo
elemento de V puede escribirse en forma tnica como combinacién lineal de elementos de B.

Destacamos que estamos pidiendo dos cosas: que cualquiera sea el vector de V' que conside-
remos, este se pueda escribir como CL de los vectores de B, y que dicha CL sea tinica, es decir,
que haya una sola eleccién posible de coeficientes.

Una base ortonormal (que abreviamos BON) es una base formada por vectores unitarios (médu-
lo 1) y ortogonales dos a dos. Es decir, los vectores estan normalizados y siempre que tomemos
dos vectores distintos en dicha base, éstos seran ortogonales.

Componentes y cambio de base

Dada una base ordenada B C V, sabemos que todo vector v € V se escribe como la CL
mencionada en la definicién de base. Es decir, si B = {by, bs,...,b,} es una base ordenada de
V,y

v =Ab; + Aoby +---+ A,b,
entonces los coeficientes A1, A2, ..., A, se llaman las componentes de v en la base B. Con las
componentes formamos una matriz columna, con la siguiente notacién:

A
A2
Vs =
A'fl
Decimos que esta matriz columna es el vector v escrito en la base B. Notemos que a ningin

vector le pueden corresponder dos matrices columna diferentes, precisamente por la unicidad
mencionada en la definicion de base.



Recalcamos lo siguiente: Las componentes de un vector dependen de la base elegida. Si
cambia la base, cambian las componentes (salvo para algunos vectores, pero hablando general-
mente podemos esperar que cambien las componentes). En lo que sigue, estudiaremos como es
ese cambio.

Férmulas de cambio de base Mirando detenidamente el tltimo ejemplo, veremos que
la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales guarda una relacion con la base B.
Efectivamente, dicha matriz se obtiene si ponemos los vectores de B como columnas. Llamamos
a esta matriz [B]¢ (leemos “B en C”):

[Ble =

Esta se llama la matriz de cambio de base de B en C. El sistema de ecuaciones lineales se puede
escribir en forma matricial como

[Ble[vls = [Vle (1)
Al ser [B]¢ una matriz inversible, tenemos la siguiente forma de obtener la solucién (que sera
tnica):

Vs = [Blz' [V]e (2)

Si aplicdramos (2) al tiltimo ejemplo, daria el mismo resultado para [v]z que hallamos “a mano”,
es decir, planteando el sistema de ecuaciones lineales y resolviéndolo.

Las férmulas (1) v (2) relacionan las componentes de un mismo vector v en las dos bases B
v C. Podemos interpretar estas férmulas pensando que [v]e y [v]p son formas de expresar un
mismo vector v en dos “idiomas” distintos (las bases) y las matrices “traducen” de un idioma
al otro. Por ejemplo, en (1) la matriz [B]e traduce de la base B a la candnica, y en (2) la matriz
[B]7! traduce en sentido contrario, de la base canénica a B. Denotamos entonces esta tltima
matriz como

€l = B
ya que es la matriz de cambio de base de C en B.

Definicién general Si se tienen dos bases ordenadas B y B’ de un mismao espacio vectorial V/
de dimensién n, definimos la matriz de cambio de base de B en B’, denotada [B]p, escribiendo
como columnas sucesivas a los vectores de B escritos en la base B'. Es decir, si B = {by,...,b,},
entonces

Blgr = |[b1]sr ... [bu]m

Aqui, [by]p, etc. son matrices columna de n x 1, por lo que la notacién de arriba representa
una matriz de n X n.
Esta matriz verifica la siguiente propiedad fundamental:

vl = [Blp[v]s



Cambio de base para transformaciones lineales

Cuando vimos transformaciones lineales T: R® — R™ hablamos de la matriz asociada
[T)e,c,., donde C,, v C,, eran las respectivas bases canénicas. La idea es que esta matriz repre-
senta a la TL de la siguiente forma:

® . @

s matriz = (3)
=¥ =

= de T g_

Diagonalizacion de matrices
Igual que en el tema anterior (autovalores y autovectores), podemos aplicar todas estas

ideas al caso de una matriz M cuadrada, sin pensarla explicitamente como la matriz de una

transformacion lineal.
Sea M es una matriz cuadrada de orden n. Diagonalizar M consiste en:

= encontrar (si es que existe) una base B de R" formada por autovectores de M,
s formar la matriz de cambio de base [B]¢ como siempre,

= escribir una matriz diagonal D con los correspondientes autovalores (lo que antes llamaba-
mos [T]5).

Si se puede encontrar una base de autovectores, M se dice diagonalizable. En ese caso, se
verificard que

1 -1

M = |B]¢D[B]z".
También ocurrira que M es matriz simétrica si y sélo si es diagonalizable en una base ortonor-

mal.
En resumen, simplemente hay que hacer con la matriz M lo que haciamos con [T.



